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Анотація. У роботі досліджується нечітка багатокритеріальна 

задачу комівояжера з критеріями у вигляді відстані та тривалості 

проїзду за маршрутом. Формалізовано постановку задачі, визначено 

поняття компромісу. Розглянуто двокритеріальну задачу з додатковою 

умовою щодо порядку відвідування вузлів транспортної мережі. 

Запропоновано новий алгоритм розв’язання отриманої задачі. 

Проведено чисельні експерименти та порівняно отримані рішення з 

оптимальними для стандартних однокритеріальних постановок. 

 

Вступ   

Однією з найбільш відомих оптимізаційних задач 

комбінаторного типу є задача комівояжера, зміст якої 

полягає у необхідності скласти маршрут руху в рамках 

заданої сукупності зв’язаних між собою пунктів (міст), що 

утворюють транспортну мережу конкретного регіону. При 

цьому, величини тривалості або вартості подорожі між 

окремими пунктами мережі не є фіксованими, вони 

визначаються наближено, часто з впливом суб’єктивних 

факторів на оцінки часових термінів або вартості 

переміщення за ділянками маршруту. Це призводить до 

необхідності врахування умов руху, їх формалізації на 

основі різної методики та залучення різних критеріїв оцінки 

ефективності обраного маршруту. 

Однією зі спроб формалізації невизначеності щодо 

умов переміщення на мережі є формулювання 
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оптимізаційних задач з нечітко заданими параметрами руху 

[1]. Серед важливих узагальнених постановок задачі 

комівояжера варто приділити увагу також задачам з 

багатьма критеріями оптимальності. 

 

Виклад основного матеріалу 

Розглянемо для визначеності оптимізаційну задачу 

комівояжера з критерієм мінімізації тривалості руху за 

маршрутом. У нечіткій постановці задачі комівояжера 

ставиться завдання пошуку маршруту, на якому досягається 

мінімум цільової функції 


= =

n

i

n

j

ijij xt
1 1

~ ,   (1) 

де часові витрати на переміщення між пунктами задаються 

у вигляді матриці T  з елементами ijt~ , ni ,1=  nj ,1= , у 

вигляді трапецієподібних нечітких чисел [2], можливі 

шляхи з’єднання між містами подаються матрицею X  за 

умов виконання обмежень: 


=

=
n

i

ijx
1

1 для всіх nj ,1= , 
=

=
n

j

ijx
1

1 для всіх ni ,1= , 0=ijx  

або 1 для всіх nji ,1, = . 

Сформулюємо задачу комівояжера з двома 

критеріями якості маршруту, у якості яких будемо 

розглядати час переміщення за маршрутом та умову 

порядку відвідування вузлів мережі. Це означає, що у 

постановці задачі комівояжера (1), (2) додатково до 

критерію (1) розглянемо умову щодо визначеного порядку 

проїзду на мережі, наприклад, у вигляді першочерговості 

відвідування (за маршрутом конкретно визначений вузол і 

має обов’язково передувати іншому заданому вузлу j). З 

одного боку, така вимога не суттєво ускладнює процес 

розв’язання задачі, для чого у методах пошуку маршруту 
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потрібно лише вибраковувати усі розв’язки, в яких умова не 

виконується. Але зрозуміло, що у випадку узагальнення 

постановки задачі з багатьма критеріями потрібен більш 

конструктивний метод її розв’язання.  

Припустимо, що відомі оптимальні маршрути  у задачі 

комівояжера знайдені за окремих критеріїв. Маршрути 

визначаються у вигляді різних, відповідно до окремих 

критеріїв, послідовностей вузлів мережі.  Тоді 

формулювання компромісної послідовності буде вимагати 

створення правил врахування величин заданих критеріїв та 

схем модифікації сукупності розв’язків з метою визначення 

номерів етапів компромісного маршруту. У цьому випадку 

потрібно вирішити завдання щодо визначення методики 

переформатовування наявних оптимальних послідов-

ностей з метою узгодження величин критеріїв якості 

маршруту.           

Розглянемо підхід, на основі якого можна  провести 

цілеспрямовані перестановки у послідовностях, що 

складаються з деякої множини вузлів. Без обмеження 

конструктивності можна припустити, що послідовності 

містять неспівпадаючі між собою підпослідовності 

(принаймні, одну), які складаються з однієї й тієї ж 

сукупності вузлів. Такі послідовності описують можливі 

маршрути переміщень на відповідній множині вузлів. 

Зрозуміло, що початковий і кінцевий вузли в усіх 

підпослідовностях мають бути однаковими, але їх номери 

не повинні між собою співпадати. Остання вимога 

актуальна лише для повної послідовності вузлів 

транспортної мережі: у цьому випадку розглядаються 

підпослідовності без кінцевої вершини, що містять усі 

номери вузлів мережі, але такі, в яких співпадають 

передостанні номери. Зауважимо, що за умови 

неспівпадіння цих номерів знайти компромісний маршрут 

за допомогою даного підходу неможливо. 
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Таким чином, будемо вважати, що маємо деяку 

сукупність номерів вузлів мережі },...,,{ 21 sqqqq = , з яких 

утворюються різні послідовності, що є частинами 

оптимальних маршрутів комівояжера при різних критеріях. 

Тоді можна розглядати компроміс у вигляді послідовності, 

яку буде отримано в результаті використання деякого 

додаткового алгоритму, що за змістом відповідає 

постановці вихідної задачі. Для задачі комівояжера в якості 

такого алгоритму може бути використаний алгоритм на 

основі методу Пріма [3], який дозволяє побудувати 

мінімальне кістякове дерево (остов) зваженого зв'язного 

неорієнтованого графу. У якості метрики для нього можна 

обирати показник маршруту, який є найбільш важливим або 

отримується в результаті порівняння важливості усіх 

критеріїв. Ще одним способом формулювання метрики є 

використання найменш впливового й найчастіше 

незмінного на мережі показника якості маршруту, 

наприклад у вигляді його довжини (відстані між вузлами є 

сталими величинами, які завжди відомі та практично ніколи 

не змінюються, на відміну від часу проїзду, економічних 

характеристик і т. і.). 

Потрібно зауважити, що  формальне застосування 

алгоритму Пріма не дозволяє визначити маршрут без 

повторень. Для використання даного методу в якості 

алгоритму для пошуку компромісу необхідно накласти 

умову, аналогічну умові задачі комівояжера. Таким чином, 

будемо шукати маршрут на остовному підграфі 

транспортної мережі, пункти відвідування в якому не 

повторюються, для чого запропоновано модифікований 

алгоритм. 

Отриманий в результаті роботи даного алгоритму 

маршрут на множині вузлів q  будемо вважати частиною 

компромісного маршруту в багатокритеріальній задачі 

комівояжера і називати побудований у такий спосіб 
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розв’язок задачі алгоритмічно компромісним, 

підкреслюючи його залежність від застосованого при 

обчисленні методу.  

Запропонований підхід не завжди дозволяє 

побудувати шуканий маршрут у підграфі. При побудові 

остовного дерева часто має місце невелика кратність вузлів, 

внаслідок чого формування шляхів, що відрізняються від 

отриманих за окремими критеріями маршрутів, неможливе. 

Для такого випадку вихід було знайдено у збільшенні 

кількості вузлів підграфу, який подається на вхід 

алгоритму.  

 

Висновки  

Проведено чисельні експерименти з пошуку 

оптимального маршруту у двокритеріальній задачі 

комівояжера з урахуванням нечіткого подання величин 

тривалості переміщень на транспортній мережі. Для 

формалізації невизначеності використовуються 

трапецієподібні нечіткі числа. Проведення розрахунків з 

нечіткими числами здійснюється на основі їх перетворення 

до спеціального вигляду, а для подання отриманих нечітких 

результатів у чіткому вигляді використано метод центру 

тяжіння. Для пошуку компромісного розв’язку 

двокритеріальної нечіткої задачі комівояжера використано 

метод Пріма, який модифіковано з урахуванням вимог щодо 

переміщення комівояжера. Потрібно зауважити, що вигляд 

алгоритмічно компромісного розв'язку залежить від 

обраного алгоритму для знаходження альтернативи на 

ділянках неспівпадіння послідовностей та від вигляду 

цільової функції, що розглядається на відповідній 

підпослідовності. Але такий підхід повністю відповідає 

методиці пошуку компромісних рішень у 

багатокритеріальних неперервних і дискретних задачах 
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оптимізації, в яких компромісний розв’язок на заданій 

множині альтернатив визначається методом його пошуку. 
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