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1 Базовi поняття.

1.1 Поняття асимптотики.

Щоб описати поведiнку функцiї f(x) при x→ ∞ у термiнах вiдомої нам функцiї ϕ(x),
часто використовують поняття, наведенi Бахманом i Ландау. Надалi будемо вважати,
що x− дiйсна змiнна.

1. Якщо f(x)/ϕ(x) → 0, то пишемо

f(x) = o (ϕ(x)) (x→ ∞)

i говоримо, що порядок f менше, нiж порядок ϕ.

2. Якщо |f(x)/ϕ(x)| обмежена, то пишемо

f(x) = O (ϕ(x)) (x→ ∞)

i говоримо, що f має порядок, що не перевершує порядок ϕ.

3. Якщо вiдношення f(x)/ϕ(x) прагне до одиницi, то будемо писати

f(x) ∼ ϕ(x)(x→ ∞)

i при цьому будемо говорити, що f еквiвалентно ϕ.

Зокрема, спiввiдношення f = o(1)(x→ ∞) означає що f прагне до нуля при x→ ∞,
а спiввiдношення f = O(1)(x→ ∞) означає, що при x→ ∞ величина |f | обмежена.

Наприклад,

(x+ 1)2 ∼ x2,
1

x2
= o

(

1

x

)

(x→ ∞).

Символ O iнодi зв’язують не iз граничною точкою ∞, а з iнтервалом [a,∞), тодi спiв-
вiдношення f(x) = O (ϕ(x)) при x ∈ [a,∞) означає, що величина |f(x)/ϕ(x)| обмежена
для x ∈ [a,∞). Однак символи o i ∼ у такий спосiб використовувати не можна. Крiм
того, з f(x) = O (ϕ(x)) при x ∈ [a,∞) випливає iснування такого числа K, що

|f(x)| ≤ K |ϕ(x)| (x ≥ a),

причому нiякої iнформацiї про дiйсну величину K це спiввiдношення не дає. Правда,
для будь-якого числа, бiльшого нiж K це нерiвнiсть також буде виконуватися, таким
чином, iснує нескiнченна множина таких чисел.

Нескладно показати, що мають мiсце наступнi спiввiдношення

O(ϕ)O(ψ) = O(ϕψ);O(ϕ)o(ψ) = o(ϕψ);O(ϕ) +O(ψ) = O(|ϕ| + |ψ|).
Теорема 1 Нехай f(x) неперервно диференцiйована функцiя i f(x) ∼ xν при x→ ∞,
де ν(≥ 1) стала. Тодi, якщо f ′(x) неспадна функцiя при всiх досить великих x, то
f ′(x) ∼ νxν−1.

Доказ. Маємо f(x) = xν(1 + η(x)), де |η(x)| < ε, при x > X > 0, i ε довiльне число
з iнтервалу (0, 1). Якщо h > 0, то

hf ′(x) ≤
∫ x+h

x
f ′(t)dt = f(x+ h) − f(x) =

5



∫ x+h

x
νtν−1dt+ (x+ h)νη(x+ h) − xνη(x) ≤

≤ hν(x+ h)ν−1 + 2ε(x+ h)ν .

Покладемо h = ε1/2x. Тодi

f ′(x) ≤ νxν−1
(

(

1 +
√
ε
)ν−1

+ 2ν−1
√
ε
(

1 +
√
ε
)ν
)

, (x > X).

Аналогiчно

f ′(x) ≥ νxν−1
(

(

1 − 1 −
√
ε
)ν−1 − 2ν−1

√
ε
)

,

(

x >
X

1 − 1 −√
ε

)

.

Теорема доведена.
Зазначимо, що все вищезазначене має мiсце i для спiввiдношень, якщо x → a,

зокрема, для x→ 0.

1.2 δ-функцiя Дiрака.

У цьому параграфi ми розглянемо одну чудову узагальнену функцiю, яку будемо
використовувати надалi при отриманнi iнтегральних уявлень.

Нехай

δh(t) =











1/h (|t| ≤ h/2),

0 (|t| > h/2).

Границю функцiї δh(t) при h → 0 називають узагальненою δ — функцiєю Дiрака або
просто δ — функцiєю.

Наведемо найпростiшi властивостi δ — функцiї.

Твердження 1 Якщо функцiя f(t) неперервна в деякiй околицi точки c ∈ (a, b), то
виконується рiвнiсть

∫ b

a
f(t)δ(t− c) dt = f(c).

Дiйсно, як вiдомо з теореми про середнє значення для iнтегралiв, для будь-якого
досить малого h > 0 знайдеться точка ξ ∈ [c− h/2, c+ h/2] така, що

∫ b

a
f(t)δh(t− c)dt =

1

h

∫ c+h/2

c−h/2
f(t) dt = f(ξ).

Отже,
∫ b

a
f(t)δ(t− c) dt =

∫ b

a
f(t)δh(t− c)dt =

= lim
h→0, ξ∈[c−h/2,c+h/2]

f(ξ) = lim
ξ→c

f(ξ) = f(c),

що i було потрiбно довести.
Надалi будемо вважати, що якщо функцiя f(t) має в точцi x однобiчнi границi, то

в самiй точцi x вона визначена рiвнiстю

f(x) =
1

2
(f(x+ 0) + f(x− 0)).
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Майже не змiнiючи доведення, можна показати, що якщо функцiя f(t) має розрив
першого роду в точцi c, то має мiсце рiвнiсть

∫ b

a
f(t)δ(t− c) dt =

1

2
(f(c+ 0) + f(c− 0)).

Так, для функцiй,якi мають скiнченне число розривiв першого роду (i, природно,
що не має розривiв iнших видiв) твердження 1 має мiсце для всiх c ∈ (a, b).

Iз твердження 1 негайно випливає наступне твердження

Твердження 2 Якщо функцiя f(t) неперервна на вiдрiзку [a, b], то для будь-яких
точок ck (k = 1, 2, . . . , n) i будь-яких коефiцiєнтiв αk (k = 1, 2, . . . , n) має мiсце рiв-
нiсть

n
∑

k=1

αkf(ck) =
∫ b

a
f(t)g(t) dt,

де

g(t) =
n
∑

k=1

αkδ(t− ck).

Нехай, як завжди, sgn (x) — знак числа x, тобто

sgn x =











1 (t > 0),
0 (t = 0),
−1 (t < 0),

Зазначимо, що
|x| = x sgn (x)

i

H(x) =
1

2
(1 + sgn (x)). (1)

Функцiю H(x) називають функцiєю Хевiсайда.
δ-функцiя Дiрака є похiдною вiд функцiї Хевiсайда. Дiйсно, для неперервної на

всiй осi функцiї

Hh(t) =











0, (t < −h/2);
1/2 + t/h, (|t| ≤ h/2);
1, (t > h/2)

(2)

у будь-якiй точцi t виконується рiвнiсть

lim
h→0

Hh(t) = H(t).

Крiм того, для всiх x = ±h/2
H ′

h(t) = δh(t).

Це твердження можна прийняти за визначення δ-функцiї.

Твердження 3 Нехай ck (k = 1, 2, . . . , n) — набiр довiльних точок (для визначеностi
будемо вважати, що c1 < c2 < . . . < cn) i αk (k = 1, 2, . . . , n) — довiльнi числа такi,
що

n
∑

k=1

αk = 0. (3)
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Крiм того, нехай G(t) = g({ck}, {αk}, t) схiдчаста функцiя, з вузлами в точках {ck}
така, що G(c1 − 0) = 0,

G(ck + 0) −G(ck − 0) = αk (k = 1, 2, . . . , n)

i G(cn + 0) = 0 (цими умовами функцiя G(t) визначається єдиним чином).
Тодi для будь-якого промiжку [a, b], що мiстить всi точки ck i будь-якої функцiї

f ∈ C1
[a,b] виконуються рiвностi

n
∑

k=1

αkf(ck) =
∫ b

a
f(t)g(t) dt = −

∫ b

a
f ′(t)G(t) dt. (4)

Доказ. Покладемо

G1(t) =
n
∑

k=1

αk(t− ck).

Ясно, що G1(t) є кусково-сталою функцiєю з вузлами в точках ck i тiльки в них. Крiм
того G1(c1 − 0) = 0,

G1(ck + 0) −G1(ck − 0) = αk (k = 1, 2, . . . , n)

i у силу (3)

G(cn + 0) =
n
∑

k=1

αk(ck + 0) =
n
∑

k=1

αk · 1 = 0.

Отже, G1(t) = G(t) i

G′(t) =
n
∑

k=1

αkδ(t− ck) = g(t).

Тепер, на пiдставi формули iнтегрування частинами, маємо
∫ b

a
f ′(t)G(t) dt = f(t)G(t)

∣

∣

∣

b

a
−
∫ b

a
f(t)g(t) dt.

Остаточну рiвнiсть
n
∑

k=1

αkf(ck) = −
∫ b

a
f ′(t)G(t) dt

можна одержати i без залучення поняття δ-функцiї. Дiйсно

∫ b

a
f ′(t)G(t) dt =

∫ c1

a
f ′(t)G(t) dt+

n−1
∑

k=1

∫ ck+1

ck

f ′(t)G(t) dt+
∫ b

cn

f ′(t)G(t) dt =

= f(t)g(t)
∣

∣

∣

c1

a
+

n−1
∑

k=1

f(t)G(t)
∣

∣

∣

ck+1

ck

+f(t)g(t)
∣

∣

∣

b

cn
=

= 0 +
n−1
∑

k=1

f(ck+1)G(ck+1 − 0) − f(ck)G(ck + 0) =

= −
n
∑

k=1

f(ck)(G(ck + 0) −G(ck − 0))f(ck) + 0 =

8



= −
n
∑

k=1

αkf(ck),

що i треба було показати.
Подiбно цьому майже будь-яке iнтегральне представлення похибок, якi фiгурують

у наступних параграфах, можна одержати без залучення δ-функцiй. Однак методи,
заснованi на поняттi δ-функцiї бiльше наочнi i швидше приводять нас до бажаного
результату. Зрештою, ми їх можемо використати для того, щоб висунути гiпотезу
про правильне написання iнтегрального представлення похибки, а потiм, довести цей
результат формально, за допомогою iнтегрування частинами.

1.3 Зрiзанi функцiї. Залишковий член формули Тейлора у формi Пєано.

Нехай r ≥ 0 i

tr+ =
{

tr (t > 0),
0 (t < 0)

.

Функцiї (t − x)r
+ називають зрiзаними полiномами, функцiями зрiзок або зрiзаними

функцiями.
Зрозумiло, що

t0+ =
1

2
(1 + sgn t).

Крiм того,

t1+ =
1

2
(t+ |t|)

та

tr+ =
1

2
tr−1(t+ |t|) =

1

2
tr(1 + sgn t).

Доведемо, наприклад, останню рiвнiсть. Якщо t > 0, то |t| = t i

1

2
tr−1(t+ |t|) =

1

2
tr−1(t+ t) = tr,

а, якщо t < 0, то |t| = −t i

1

2
tr−1(t+ |t|) =

1

2
tr−1(t− t) = 0.

Вiдзначимо одне корисне спiввiдношення

(tr+)′ = rtr−1
+ .

Нагадаємо, що запис f ∈ Cr
D означає, що функцiя f неперервна на множинi D

разом зi своїми похiдними до r-го порядку включно.
Крiм того,

Tr,a(f, x) =
r
∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

це вiдрiзок ряду Тейлора функцiї f в околi точки a.
Основне застосування функцiй зрiзок сформульовано в наступному твердженнi
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Теорема 2 Якщо f ∈ Cr
[a,b], то для будь-якого x ∈ [a, b] виконується рiвнiсть

f(x) −
r
∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k =

1

r!

∫ b

a
(x− t)r

+f
(r+1)(t) dt. (5)

Рiвнiсть (5) дає iнтегральне уявлення залишкового члена формули Тейлора. Iнодi
його називають залишковим членом формули Тейлора у формi Пєано. При цьому
зрiзаний полiном (x− t)r

+/r! називають ядром або функцiєю Пєано.
Зазначимо, що з рiвностi 5 i теореми про середнє значення для iнтегралiв (тому що

функцiя (x − t)r
+/r! не змiнює знак на промiжку [a, b]) витiкає, що найдеться точка

c ∈ [a, b] така, що

1

r!

∫ b

a
(x− t)r

+f
(r+1)(t) dt = f (r+1)(c)

1

r!

∫ b

a
(x− t)r

+ dt =

= f (r+1)(c)
1

r!

∫ x

a
(x− t)r dt =

f (r+1)(c)

(r + 1)!
(x− a)r+1.

Таким чином,

f(x) −
r
∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k =

f (r+1)(c)

(r + 1)!
(x− a)r+1.

Тобто з теореми 2 отримуємо теорему Лагранжа про залишковий член формули Тей-
лора (у формi Лагранжу.)

Самостiйно порiвняйте також праву частину рiвностi (5) з залишковим членом
формули Тейлора у формi Кошi (переконайтеся, що це майже те саме).

Доведення теореми 2. Позначимо праву частину рiвностi (5) через Rr,a(f, x).
Тодi, за допомогою iнтегрування частинами, одержуємо

Rr,a(f, x) =
1

r!

∫ b

a
(x− t)r

+f
(r+1)(t) dt =

1

r!
(x− t)r

+f
(r)(t)|ba −

∫ b

a

(

1

r!
(x− t)r

+

)′

t
f (r)(t) dt =

=
1

r!
(x− b)r

+f
(r)(b) − 1

r!
(x− a)r

+f
(r)(a)+

+
1

(r − 1)!

∫ b

a
(x− t)r−1

+ f (r)(t) dt =

=
1

(r − 1)!

∫ b

a
(x− t)r−1

+ f (r)(t) dt = − 1

r!
(x− a)rf (r)(a) +Rr−1,a(f, x).

Тобто,

Rr,a(f, x) = Rr−1,a(f, x) −
1

r!
(x− a)rf (r)(a).

Звiдси, за допомогою методу математичної iндукцiї, одержуємо

Rr,a(f, x) = Rr−2,a(f, x) −
1

r!
(x− a)rf (r)(a) − 1

(r − 1)!
(x− a)r−1f (r−1)(a) = . . .

= R0,a(f, x) −
r
∑

k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k.
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Для завершення доведення теореми 2 залишається зазначити, що

R0,a(f, x) =
1

0!

∫ b

a
(x− t)0

+f
′(t) dt =

∫ x

a
f(t) dt =

= f(x) − f(a).

Нехай задане довiльне розбиття

∆n[a,b] = {a = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = b}

промiжку [a, b].
Функцiї s(t) вигляду

s(t,∆n[a,b]) =
r−1
∑

k=0

tk +
n
∑

ν=1

cν(t− tν)
r
+

називають сплайн функцiями порядку r мiнiмального дефекту з вузлами розбиття
∆n[a,b] або просто сплайнами. Такi функцiй ми досить детально розглянемо пiзнiше.

1.4 Функцiя Стєклова.

Нехай задана функцiя f(x), яка може бути проiнтегрована по Риману (або по Лєбегу).
Функцiю

fh(t) =
1

h

∫ x+h/2

x−h/2
f(t) dt

називають функцiєю Стєклова вiд функцiї f(x) iз кроком h.
Зазначимо деякi властивостi функцiї Стєклова. Насамперед, звернемо увагу на той

факт, що
(δ(·))h(t) = δh(t).

Крiм того, якщо H(t) функцiя Хевiсайда, яка задана рiвнiстю (1), то функцiя Стє-
клова Hh(t) задається спiввiдношеннями (2).

Звiдси маємо, що якщо f(t) є кусково-сталою функцiєю з вузлами (точками розри-
ву) у точках

c1 < c2 < . . . < cn,

то при досить малих значеннях h (при h < min2≤i≤n(ci − ci−1)) функцiя Стєклова
вiд функцiї f(t) є неперервною ламаною, яка спiвпадає з функцiєю f(t) на вiдрiзках
[ci−1 + h/2, ci − h/2] (i = 2, 3, . . . , n) i лiнiйна на вiдрiзках [ci − h/2, ci + h/2].

З теореми про середнє значення для iнтегралiв маємо, що в будь-якiй точцi x у
якiй функцiя f(t) має однобiчнi границi, виконується рiвнiсть

lim
h→0

fh(x) = f(x). (6)

Нагадаємо, що якщо функцiя f(t) має однобiчнi границi в точцi x, тодi

f(x) =
1

2

(

f(x+ 0) + f(x− 0)
)

.
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Функцiю Стєклова iнодi називають найпростiшим оператором згладжування, дем-
пфером або суматором, що згладжує. Такi назви виправдовують її властивостi i за-
стосування. На базi функцiї Стєклова будується багато вiдомих операторiв згладжу-
вання.

Приведемо деякi властивостi оператора Стєклова як оператора згладжування.
Нехай, як завжди,

‖f‖C[a,b] = max
t∈[a,b]

|f(x)|

є Чебишевська (або рiвномiрна) норма функцiї f ∈ C[a,b] (тобто функцiя f(x) непе-
рервна на промiжку [a, b]).

Теорема 3 Оператор Стєклова не збiльшує рiвномiрну норму функцiї, тобто

‖fh‖C[a−h/2,b+h/2]
≤ ‖f‖C[a,b]

.

Дiйсно, для всiх x ∈ [a− h/2, b+ h/2]

fh(x) =
1

h

∫ x+h/2

x−h/2
f(t) dt ≤ max

t∈[a,b]
|f(x)|1

h

∫ x+h/2

x−h/2
dt = ‖f‖C[a,b]

· 1 = ‖f‖C[a,b]
.

Звiдси отримуємо бажаний результат.
Якщо Ah(f) = fh — оператор Стєклова, то для норми оператора Стєклова має

мiсце спiввiдношення ‖Ah‖C→C ≤ 1. Самостiйно доведiть цей факт.
Наступне твердження уточнює спiввiдношення (6).

Теорема 4 Для будь-якої функцiї f ∈ C1
[a,b] вiрна нерiвнiсть

‖f − fh‖C[a−h/2,b+h/2]
≤ h

4
‖f ′‖C[a,b]

, (7)

i для будь-якої функцiї f ∈ C2
[a,b] вiрна нерiвнiсть

‖f − fh‖C[a−h/2,b+h/2]
≤ h2

24
‖f ′′‖C[a,b]

. (8)

Доведення. Вiдповiдно до твердження 1 для будь-якого x ∈ [a + h/2, b − h/2]
виконуються рiвностi

f(t) − fh(t) =
∫ x+h/2

x−h/2
f(t)(δ(t− x) − 1) dt =

∫ x+h/2

x−h/2
f(t)L′

h(t− x) dt,

де

Lh(t) =
∫ t

−h/2
(δ(u) − 1) du =











−1/2 − t/h (t ∈ [−h/2, 0) ),

1/2 − t/h (t ∈ (0, h/2] )
.

Тепер, зважаючи на те, що Lh(±h/2) = 0, за допомогою iнтегрування частинами,
запишемо

f(x) − fh(x) = −
∫ x+h/2

x−h/2
f ′(t)Lh(t− x) dt. (9)

Ми одержали iнтегральне уявлення похибки вiдхилення диференцiйованої функцiї
вiд її функцiї Стєклова.
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З рiвностi (9) маємо, що для будь-якого x ∈ [a+ h/2, b− h/2] виконуються спiввiд-
ношення

|f(x) − fh(x)| ≤
∫ x+h/2

x−h/2
|f ′(t)|Lh(t− x)| dt ≤

≤ max
t∈[x−h/2,x+h/2]

|f ′(t)|
∫ x+h/2

x−h/2
|Lh(t− x)| dt ≤ max

t∈[a,b]
|f ′(t)|

∫ +h/2

−h/2
|Lh(t)| dt =

=
h

4
‖f ′‖C[a,b]

,

що i завершує доведення нерiвностi (7).
Нехай

L∗
h(t) =

∫ t

−h/2
Lh(u) du.

За допомогою iнтегрування частинами правої частини рiвностi (9) одержуємо

f(x) − fh(x) =
∫ x+h/2

x−h/2
f ′′(t)L∗

h(t− x) dt. (10)

Звiдси маємо, що для будь-якої функцiї f ∈ C2
[a,b] i для будь-якого x ∈ [a+ h/2, b−

h/2] виконуються спiввiдношення

|f(x) − fh(x)| ≤
∫ x+h/2

x−h/2
|f ′′(t)|L∗

h(t− x)| dt ≤

≤ max
t∈[x−h/2,x+h/2]

|f ′′(t)|
∫ x+h/2

x−h/2
|L∗

h(t− x)| dt ≤ max
t∈[a,b]

|f ′′(t)|
∫ +h/2

−h/2
|L∗

h(t)| dt =

= 2
∫ h/2

0

h

2

(

t

h
− 1

2

)2

dt‖f ′′‖C[a,b]
=
h2

8
‖f ′′‖C[a,b]

.

Нерiвностi (7) i (8) є точними тому, що вони обертаються в рiвностi для функцiй
ψ1(x) = ψ(x− x− (a+ b)/2) i ξ1(x) = ξ(x− x− (a+ b)/2), де ψ(x) = |x| i ξ(x) = x2 при
всiх h < (a+ b)/2.

Дiйсно, у першому випадку ψ(x) − ψh(x) є парною функцiєю, яка дорiвнює 0 для
x ≥ h/2 i

2

h

(

x− x− h

2

)2

для x ∈ [0, h/2].
Тому

‖ψ1 − 1 − ψ1,h‖C[a,b]
= ‖ψ − ψh‖C[−h/2,h/2]

= |ψ(0) − ψh(0)| = h/2

i ‖ψ′
1‖C[a,b]

= ‖ψ′‖C[−(b−a)/2,(b−a)/2]
= 1.

Крiм того для всiх x

ξ(x) − ξh(x) =
h2

12

i ξ′′(x) = 2. Тому

‖ξ1 − 1 − ξ1,h‖C[a,b]
=
h2

12
=
h2

24
2 =

h2

24
‖ξ′′‖C[a,b]

.
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Вiдзначимо ще три простих факти:
a) функцiя Стєклова вiд непарної функцiї — непарна;
b) функцiя Стєклова вiд парної функцiї — парна;
с) функцiя Стєклова вiд a-перiодичної функцiї — a-перiодична функцiя.
Нехай

‖f‖Lp[a,b]
=











(

∫ b
a |f(t)|pdt

)1/p
p ∈ [1,∞);

supvrai{|f(t)| | t ∈ [a, b]} p = ∞;

Lp-норма функцiї f ;
Lp[a,b] — простiр вимiрних на промiжку [a, b] функцiй f з обмеженою нормою

‖f‖Lp[a,b]
;

Lr
p[a, b] — множина всiх функцiй f у яких (r− 1) похiдна f (r−1) (f 0 = f) абсолютно

неперервна на вiдрiзку [a, b] i f (r) ∈ Lp[a,b].
Окрiм того, нехай

V b
a (f) = sup

a=x0<x1<...<xn=b

n
∑

i=1

|f(xi) − f(xi−1)|

— повна варiацiя функцiї f на промiжку [a, b].
Далi, W r

p[a,b] – множина функцiй f ∈ Lr
p[a,b] таких, що ‖f (r)‖Lp[a,b]

≤ 1.
Наступне твердження (яке ми наведемо без доведення) узагальнює теореми 3 i 4.

Теорема 5 Оператор Стєклова не збiльшує Lp-норму функцiї, тобто

‖fh‖Lp[a−h/2,b+h/2]
≤ ‖f‖Lp[a,b]

. (11)

Оператор Стєклова не збiльшує варiацiю функцiї, тобто

V
b+h/2
a−h/2 (fh) ≤ V b

a (f), (12)

для будь-якої функцiї f ∈ L1
p[a, b] виконується нерiвнiсть

‖f − fh‖Lp[a−h/2,b+h/2]
≤ h

4
‖f ′‖Lp[a,b]

(13)

i для будь-якої функцiї f ∈ L2
p[a, b] виконується нерiвнiсть

‖f − fh‖Lp[a−h/2,b+h/2]
≤ h2

24
‖f ′′‖Lp[a,b]

. (14)

Для функцiї (яку будемо позначати f), яка визначена на всiй осi рiвностями










f(a+ 0) (x < a),
f(x) [a ≤ x ≤ b],
f(b+ 0) (x > b),

спiввiдношення (11) — (14) приймуть бiльш простий вигляд (це також стосується
твердження теорем 3 i 4):

‖fh‖Lp[a,b]
≤ ‖f‖Lp[a,b]

; (15)
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V b
a (fh) ≤ V b

a (f); (16)

для будь-якої функцiї f ∈ L1
p[a, b] виконується нерiвнiсть

‖f − fh‖Lp[a,b]
≤ h

4
‖f ′‖Lp[a,b]

(17)

i для будь-якої функцiї f ∈ L2
p[a, b] виконується нерiвнiсть

‖f − fh‖Lp[a,b]
≤ h2

24
‖f ′′‖Lp[a,b]

.

Так само виглядають нерiвностi i для перiодичних ( з перiодом b− a) функцiй.
Нехай

fhh(x) = (fh)h(x),

fhhh(x) = (fhh)h(x)

i так далi.
Функцiї fhh(x) i fhhh(x) називають другими i третiми (повторними) функцiями Стє-

клова. Властивостi їх багато в чому успадковують властивостi функцiй Стєклова. Так,
наприклад, для других функцiй Стєклова вiрнi нерiвностi (доведiть самостiйно)

‖fhh‖C[a−h,b+h]
≤ ‖f‖C[a,b]

,

для будь-якої функцiї f ∈ C1
[a,b] вiрна нерiвнiсть

‖f − fhh‖C[a−h,b+h]
≤ h

3
‖f ′‖C[a,b]

(18)

i для будь-якої функцiї f ∈ C2
[a,b] вiрна нерiвнiсть

‖f − fhh‖C[a−h,b+h]
≤ h2

12
‖f ′′‖C[a,b]

. (19)

Ми не будемо приводити докладне доведення цих нерiвностей, а зазначимо лише,
що для цього досить майже дослiвно повторити доведення теорем 3 i 4, замiнивши
iнтегральнi уявлення (9) i (10) наступними iнтегральними уявленнями, якi легко пе-
ревiряються iнтегруванням частинами для будь-якої функцiї f ∈ C1[a, b]

f(x) − fhh(x) = −
∫ x+h

x−h
f ′(t)Mh(t− x) dt, (20)

де Mh(t) — непарна функцiя, яка визначається на (0, h] рiвнiстю Mh(t) = (t/h+ 1)2/2
i для будь-якої функцiї f ∈ C2[a, b]

f(x) − fhh(x) = −
∫ x+h

x−h
f ′′(t)M∗

h(t− x) dt, (21)

де M∗
h(t) — парна функцiя, яка визначається на (0, h] рiвнiстю Mh(t) = h(t/h+ 1)3/6.
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2 Розв’язок систем лiнiйних рiвнянь.

Дискретизацiя будь-якої неперервної задачi, з однiєї сторони, приводить до появи рi-
зниць, що є дискретним аналогом похiдних, а з iншої сторони, до систем лiнiйних
рiвнянь. Тому, не дивлячись на уявну прiрву, яка подiляє поняття рiзницi та систем
лiнiйних рiвнянь, цi два роздiли природно поставити поруч.

На початку розглянемо систему n− лiнiйних рiвнянь iз n− невiдомими






















a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,nxn = d1,
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,nxn = d2,
...
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,nxn = dn,

далi цю систему будемо записувати в матричному виглядi

AX = D,

де

A =













a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . .
an,1 an,2 . . . an,n













, X =













x1

x2
...
xn













, D =













d1

d2
...
dn













.

Задача розв’язку систем лiнiйних рiвнянь виникає дуже часто, що привело до по-
яви багатьох методiв. Ми зосередимо увагу лише на тих, якi типовi для абсолютної
бiльшостi задач.

Вибiр методу є складним питанням i часто пов’язаний зi специфiкою задачi, що
породжує дану систему лiнiйних рiвнянь.

2.1 Метод Гауса.

Iз прямих методiв найпоширенiшим є метод Гауса – метод послiдовного виключення
невiдомих.

Нехай a1,1 6= 0 (у протилежному випадку перше рiвняння можна помiняти мiсця-
ми з будь-яким рiвнянням з коефiцiєнтом при x1 зi значенням вiдмiнним вiд нуля).
Подiлимо перше рiвняння на a1,1, у результатi чого одержимо

x1 + a1
1,2x2 + . . .+ a1

1,nxn = d1
1, (22)

де

a1
1,k =

a1,k

a1,1

, d1
1 =

d1

a1,1

.

Потiм з кожного i−го рiвняння вiднiмається рiвняння (22) помножене на a1,i. У ре-
зультатi одержуємо систему вигляду























x1+ a1
1,2x2 + . . .+ a1

1,nxn = d1
1,

a1
2,2x2 + . . .+ a1

2,nxn = d1
2,

...
a1

n,2x2 + . . .+ a1
n,nxn = d1

n.
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Далi, у припущеннi що a1
2,2 6= 0, повторюємо всю цю процедуру, виключаючи x2 iз

всiх рiвнянь, починаючи iз третього. Сукупнiсть n таких обчислень, у результатi яких
одержуємо систему вигляду

xi +
n
∑

j=i+1

ai
i,jxj = di

i i = 1, 2, . . . , m

називають прямим ходом методу Гауса.
На наступному кроцi з останнього n−го рiвняння визначаємо xn, з попереднього

знаходимо xn−1 i так далi. Послiдовне визначення невiдомих називають зворотним
ходом методу Гауса.

У такий спосiб, на кожному кроцi прямого ходу вибирається рiвняння i невiдоме,
яке пiдлягає виключенню з iнших рiвнянь. Це вiдповiдає вибору коефiцiєнту у матрицi
системи i цей коефiцiєнт називають провiдним на даному кроцi. Iз побудови зрозумiло,
що вiн повинен бути вiдмiнним вiд нуля. Бiльше того, якщо провiдний коефiцiєнт
близький до нуля, то дiлення на нього приведе до бiльших значень на наступному
кроцi, що приводить до росту похибок i швидкiй втратi точностi. Щоб уникнути цього,
в якостi провiдного коефiцiєнту потрiбно брати найбiльший по модулю коефiцiєнт з
всiєї системи або у данному рiвняннi.

Розглянемо декiлька модифiкацiй методу Гауса.

2.2 Метод Гауса-Жордана.

У цьому методi при виключеннi невiдомої xk її виключають iз всiх рiвнянь, включаючи
i тi, якi розв’язанi для попереднiх змiнних. При цьому немає необхiдностi у зворотному
ходi.

Використання методу Гауса-Жордана найчастiше виправдано необхiднiстю визна-
чення зворотної матрицi.

Так, вирiшуючи систему лiнiйних рiвнянь

AX = D

методом Гауса-Жордана, у результатi ми одержуємо систему вигляду

IX = D0,

де I одинична матриця. Якщо ж до лiвої частини вихiдного рiвняння ми приєднаємо
одиничну матрицю

AX = D|I,
то очевидно, що в результатi використання методу Гауса-Жордана одержимо рiвняння

IX = D0A
−1,

де A−1 матриця, зворотна до A.

2.3 Схема Халецького.

Як правило, алгоритми розкладання додатно означених матриць пов’язанi з перетво-
ренням вихiдної матрицi або у виглядi

A = LLT ,
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де L нижня трикутна матриця (схема Халецького), або у виглядi

A = LDLT ,

де L нижня трикутна матриця з одиничною дiагоналлю, а D дiагональна матриця з
додатними елементами. Цi алгоритми забезпечують стiйкий обчислювальний процес
i вимагають малого числа обчислювальних операцiй.

Розв’язуючи систему
AX = D,

запишемо матрицю коефiцiєнтiв A у виглядi добутку двох трикутних матриць

A = CB,

де C нижня трикутна, а B верхня трикутна матриця з дiагональними коефiцiєнтами,
якi дорiвнюють одиницi. Тодi наша система запишеться у виглядi

CBX = D.

Якщо позначимо
BX = Y, (23)

то одержуємо систему
CY = D. (24)

Розв’язок матричного рiвняння (24) є прямим ходом методу Гауса, розв’язок (23)
представляє собою зворотний хiд.

Коефiцiєнти матриць B i C обчислюються послiдовно. Спочатку обчислюється пер-
ший стовпець матрицi C

ci,1 = ai,1, i = 1, 2, . . . , n,

потiм обчислюється перший рядок матрицi B

b1,i =
a1,i

a1,1
, i = 2, 3, . . . , n

та елемент

y1 =
d1

a1,1
.

Потiм обчислюється другий стовпець матрицi C

ci,2 = ai,2 − ci,1b1,2, i = 2, 3, . . . , n,

другий рядок матрицi B

b2,i =
a2,i − c2,ib1,i

c2,2
, i = 2, 3, . . . , n

та елемент

y2 =
d2 − c2,1y1

c2,2
,

i так далi.
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Алгоритм зручно записати у виглядi таблицi. Наприклад, для n = 5:

I III V VII IX
c1,1 b1,2 b1,3 b1,4 b1,5 y1 II
c2,1 c2,2 b2,3 b2,4 b2,5 y2 IV
c3,1 c3,2 c3,3 b3,4 b3,5 y3 VI
c4,1 c4,2 c4,3 c4,4 b4,5 y4 VIII
c5,1 c5,2 c5,3 c5,4 c5,5 y5 X
x1 x2 x3 x4 x5 – XI

Послiдовнiсть обчислення елементiв позначена римськими цифрами. Для визначення
ci,j потрiбно помножити елемент таблицi ci,k який стоїть лiворуч вiд ci,i у рядку i на
вiдповiдний елемент bk,j, розташований зверху вiд ci,i у стовпцi j, i отриманi результати
скласти. Наприклад, для обчислення c4,4 визначимо

c′4,4 = c4,1b1,4 + c4,2b2,4 + c4,3b3,4

i
c4,4 = a4,4 − c′4,4.

Для обчислення елементiв матрицi B аналогiчний результат дiлять на ci,i, так, напри-
клад, одержуємо

b′4,5 = c4,1b1,5 + c4,2b2,5 + c4,3b3,5

та

c4,4 =
a4,5 − b′4,5

c4,4
.

У такий же спосiб маємо
y′4 = c4,1y1 + c4,2y2 + c4,3y3

та

y4 =
d4 − y′4
c4,4

.

Зворотний хiд здiйснюється в такий спосiб:

x5 = y5.

Для визначення x4 перемножимо четвертий рядок B на вектор X i вiднiмемо вiд y4:

x4 = y4 − x5b4,5,

x′3 = x5b3,5 + x4b3,4, x3 = y3 − x′3.

Запишемо формалiзацiю алгоритму.
Прямий хiд:

bi,i = 1; y1 =
d1

a1,1

,

b1,i =
a1,i

a1,1

, ci,1 = ai,1, i = 1, 2, . . . , n;

ck,i = ak,i −
i−1
∑

j=1

ck,jbj,i, k = i, . . . , n, i = 2, . . . , n;
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bi,k =
1

ci,i



ai,k −
i−1
∑

j=1

ci,jbj,k



 , k = i+ 1, . . . , n, i = 2, . . . , n;

yi =
1

ci,i



di −
i−1
∑

j=1

ci,jyj



 , k = i+ 1, . . . , n.

Зворотний хiд:
xn = yn,

xn−i = yn−i −
n
∑

j=n−i+1

bn−i,jxj , i = 1, . . . , n− 1.

2.4 Метод прогону.

При розв’язаннi досить рiзних задач (метод рiзницевих схем, визначення коефiцiєнтiв
сплайнiв та iнше) виникає необхiднiсть розв’язку систем рiвнянь iз матрицею, яка має
велику кiлькiсть нулiв. Як правило, такi матрицi мають стрiчкову або блокову стру-
ктуру. У даному параграфi ми розглянемо один спецiальний метод розв’язку систем
з матрицями стрiчкової структури. Матрицю A називають 2q+ 1− дiагональною, або
такою, що має стрiчкову структуру, якщо ai,j = 0 при |i − j| > q. При цьому число
2q + 1 називають шириною стрiчки.

Проiлюструємо цей метод на прикладi системи

AX = D (25)

з тридiагональною матрицею вигляду

A =





















a1 b1 0 0 0 · · · 0 0
c2 a2 b2 0 0 · · · 0 0
0 c3 a3 b3 0 · · · 0 0
0 0 c4 a4 b4 · · · 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 0 · · · cn an





















. (26)

Нехай
|ai| − |ci| − |bi| > 0

для всiх i. Такi матрицi називаються стрiчковими матрицями з дiагональною перева-
гою (тобто провiднi коефiцiєнти стоять на головнiй дiагоналi).

Як видно зi зворотного ходу методу Гауса, розв’язок системи шукається у виглядi

xi = vixi+1 + ui i = 1, 2, . . . , n− 1, (27)

отже,
xi−1 = vi−1xi + ui−1.

Використовуючи цю рiвнiсть в i−му рiвняннi

cixi−1 + aixi + bixi+1 = di,

одержуємо
ci(vi−1xi + ui−1) + aixi + bixi+1 = di,
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тобто
(civi−1 + ai)xi + bixi+1 = di − ciui−1.

Таким чином, використовуючи спiввiдношення (27), одержуємо рекурентнi формули
для прогоночних коефiцiєнтiв ui, vi (прямий прогiн):

v0 = u0 = 0,

vi = − bi
ai + civi−1

, ui =
di − ciui−1

ai + civi−1

i = 1, 2, . . . , n.

Очевидно, що xn = un. Звiдси i зi зворотного ходу (27) вiдразу одержуємо розв’язок
системи.

Якщо система не має дiагональної переваги, то загалом кажучи, викладений метод
прогону не коректний, тому що не виключена можливiсть обернення до нуля знамен-
никiв ai + civi−1, примiром, якщо a1 = 0.

2.5 Метод немонотонного прогону.

Перший етап алгоритму складається з перетворення системи (25) з тридiагональною
матрицею до двудiагонального вигляду.

Нехай (i− 1)− розв’язок системи зведений до вигляду

si−1xi−1 + vi−1xi = ui−1. (28)

Якщо si−1 6= 0, то пiдсумовуючи спiввiдношення (28) та i−те рiвняння системи по-
множенi на −ci i si−1, вiдповiдно, одержуємо

s̃ixi + ṽixi+1 = ũi,

де
s̃i = aisi−1 − civi−1, ṽi = bisi−1, ũi = disi−1 − ciui−1. (29)

Тим самим невiдоме xi−1 виключено з i−го рiвняння.
Далi запишемо

si =
s̃i

qi
, vi =

ṽi

qi
, ui =

ũi

qi
, qi = max{|s̃i|, |ṽi|, |ũi|}. (30)

Якщо si−1 = 0, то даним перетворенням не можна виключити xi−1. Виконання двох
останнiх операцiй дає

si = −vi−1, vi = 0, ui = −ui−1

i вiдповiдає замiнi i−го рiвняння системи рiвнянням (28) з точнiстю до множника.
У цiлому перший етап полягає в наступному: нехай s0 = 1, v0 = u0 = 0, тодi згiдно

формул (29) – (30) обчислюємо si, vi, ui, i = 1, 2, . . . , n. У результатi маємо рiвняння

sixi + vixi+1 = ui, i = 1, 2, . . . , n− 1, (31)

snxn = un.

Якщо система невироджена, то перетворення до вигляду (31) можливе. Це витiкає
з того факту, що у формулах (30) s̃i i ṽi не можуть одночасно обертатися в нуль,
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тому що це означає лiнiйну залежнiсть перших i рядкiв матрицi, тобто виродженiсть
системи.

Другий етап алгоритму полягає у виконаннi аналогiчних побудов, але починаючи
з останнього рiвняння системи. У результатi одержуємо

s∗ixi−1 + v∗i xi = u∗i , i = 2, . . . , n, (32)

де коефiцiєнти s∗i , v
∗
i , u

∗
i обчислюються згiдно формул

s∗n+1 = u∗n+1 = 0, v∗n+1 = 1,

s̃∗i = civ
∗
i+1, ṽ∗i = aiv

∗
i+1 − bis

∗
i+1, ũ∗i = div

∗
i+1 − biu

∗
i+1,

s∗i =
s̃∗i
q∗i
, v∗i =

ṽ∗i
q∗i
, u∗i =

ũ∗i
q∗i
, qi = max{|s̃∗i |, |ṽ∗i |, |ũ∗i |}.

Третiй етап алгоритму. У результатi виконання перших двох етапiв одержуємо на-
бiр систем лiнiйних рiвнянь

{

sixi + vixi+1 = ui,
s∗i+1xi + v∗i+1xi+1 = u∗i+1,

i = 1, 3, 5, . . . , 2
[

n− 1

2

]

+ 1.

При непарному n остання система складається з одного рiвняння

snxn = un.

Кожна iз цих систем невироджена, тому що рiвняння цих систем отриманi у результатi
лiнiйних комбiнацiй рiвнянь первинної системи.

Алгоритм стiйкий по вiдношенню до обчислювальних похибок через нормування
прогоночних коефiцiєнтiв (всi вони не бiльшi одиницi).

2.6 Розв’язок систем лiнiйних рiвнянь методом простої iтерацiї.

Найпростiшим iтерацiйним методом розв’язку систем лiнiйних рiвнянь є метод простої
iтерацiї. У цьому методi система рiвнянь

AX = D

перетворюється до вигляду
X = BX + E, (33)

де
B = (bi,j)

n
i,j=1 ;

bi,i = 0, bi,j = −ai,j

ai,i

, i, j = 1, . . . , n,

ei =
di

ai,i
.

Запишемо iтерацiйний процес

Xk+1 = BXk + E, k = 0, 1, . . . (34)

При використаннi iтерацiйних методiв для будь-якого початкового наближення X0

важливо знати, чи буде метод збiгатися.
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Щоб вiдповiсти на це питання, нагадаємо деякi поняття.
Якщо в просторi векторiв

X = (x1, x2, . . . , xn)T

уведено норму ‖x‖, тодi погоджену з нею нормою в просторi матриць A будемо нази-
вати норму

‖A‖ = sup
x=0

‖AX‖
‖X‖ .

Для найпоширенiших норм векторiв

‖X‖1 = max
i=1,...,n

‖xi‖

та

‖X‖2 =
n
∑

i=1

|xi|

погодженими нормами матриць будуть

‖A‖1 = max
1≤i≤n

n
∑

ν=1

|ai,ν |,

‖A‖2 = max
1≤ν≤n

n
∑

i=1

|ai,ν |.

Теорема 6 (Теорема про достатнi умови збiжностi методу простої iтерацiї).
Якщо ‖B‖ < 1, то вiдповiдна система рiвнянь має єдиний розв’язок i метод простої
iтерацiї збiгається до розв’язкiв зi швидкiстю геометричної прогресiї.

Доведення. Застосовуючи до матричного рiвняння (33) нерiвнiсть трикутника,
одержуємо

‖X‖ ≤ ‖B‖‖X‖ + ‖E‖,
звiдси

‖X‖(1 − ‖B‖) ≤ ‖E‖
або

‖X‖ ≤ (1 − ‖B‖)−1‖E‖.
Таким чином, норма ‖X‖ обмежена, i, отже, система має єдиний розв’язок. Позначимо
його через X∗. Нехай

εk = Xk −X∗.

Вiднiмаючи з (34) спiввiдношення (33), одержуємо

εk+1 = Bεk.

Оскiльки
ε1 = Bε0, ε2 = Bε1 = B2ε0,

то неважко бачити, що
εk = Bkε0.
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Звiдси та з нерiвностi трикутника, маємо

‖εk‖ ≤ ‖Bk‖‖ε0‖ = ‖B‖k‖ε0‖. (35)

Таким чином, за умовою теореми ‖B‖ < 1, при k → ∞

‖εk‖ → 0.

Теорема доведена.
Для визначення числа iтерацiй, необхiдних для визначення розв’язку з достатньою

точнiстю δ, будемо використовувати спiввiдношення (35):

‖XK −X∗‖ ≤ ‖B‖k

1 − ‖B‖‖X
1 −X0‖.

Вибираючи в якостi початкового наближення праву частину (33), дiстаєио

‖XK −X∗‖ ≤ ‖B‖k+1

1 − ‖B‖‖E‖. (36)

2.6.1 Розв’язок функцiональних рiвнянь методом простої iтерацiї.

Розв’язок задач оптимiзацiї, будь то оптимiзацiя виробничих або економiчних проце-
сiв, конструкцiй, або алгоритмiв в математичному формулюваннi зводиться до пошу-
ку екстремуму. Задача мiнiмiзацiї великого числа змiнних виникає також у випадку
застосування варiацiйних методiв розв’язання задач математичної фiзики, крайових
задач i iнших роздiлiв прикладної математики.

Iснує багато методiв розв’язку задач на екстремум, але немає єдиного, унiверсаль-
ного способу, що дозволяє вирiшити будь-яку задачу. На практицi при розв’язаннi
конкретної задачi потрiбно займатися "доведенням"того або iншого методу стосовно
до розв’язуваної задачi.

Розглянемо векторне рiвняння
F(x) = 0,

тобто


















f1(x1, x2, . . . , xn) = 0,
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0,
. . .
fn(x1, x2, . . . , xn) = 0,

i перетворимо його до вигляду
x = g(x).

Iтерацiйний процес, який забезпечує розв’язок цiєї задачi запишемо у виглядi

x(k+1) = g(x(k)). (37)

З’ясуємо умови, при яких метод простої iтерацiї збiгається.
Нехай ‖f −g‖ – вiдстань мiж f i g. Якщо при деякому 0 < q < 1 вiдображення f(x)

задовольняє умовi
‖f(x1) − f(x2)‖ ≤ g‖x2 − x1‖,

то таке вiдображення називають стискаючим.
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Теорема 7 Якщо вiдображення y = g(x) стискаюче, то рiвняння x = g(x) має
розв’язок X i

‖X − xm‖ ≤ qm‖x1 − x0‖
1 − q

.

Доведення. Iз спiввiдношення (37) маємо
∥

∥

∥xm+1 − xm
∥

∥

∥ =
∥

∥

∥g(xm+1) − g(xm)
∥

∥

∥ ≤ q
∥

∥

∥xm − xm−1
∥

∥

∥ ≤ qm
∥

∥

∥x1 − x0
∥

∥

∥ .

Тодi при k > m одержуємо ланцюжок нерiвностей
∥

∥

∥xk − xm
∥

∥

∥ ≤
∥

∥

∥xk − xk−1
∥

∥

∥ + . . .
∥

∥

∥xm+1 − xm
∥

∥

∥ ≤

≤ qk−1
∥

∥

∥x1 − x0
∥

∥

∥+ . . . qm
∥

∥

∥x1 − x0
∥

∥

∥ ≤ qm
∥

∥

∥x1 − x0
∥

∥

∥

∞
∑

i=0

qi =
qm‖x1 − x0‖

1 − q
.

Вiдповiдно до критерiю Кошi послiдовнiсть xm має скiнченну границю X. Тому, пе-
реходячи до границi при k → ∞, одержуємо

‖X− xm‖ ≤ qm‖x1 − x0‖
1 − q

.

Крiм того,
‖X − g(X)‖ ≤ ‖X − xm+1‖ + ‖xm+1 − g(X)‖ =

= ‖X− xm+1‖ + ‖g(xm+1) − g(X)‖ ≤ ‖X − xm+1‖ + q‖xm − X‖ ≤ 2
qm+1‖x1 − x0‖

1 − q
.

Оскiльки m довiльне, то ‖X − g(X)‖ = 0, тобто X = g(X).
Теорема доведена.

2.7 Метод Зейделя.

Вiдмiннiсть iтерацiйного методу Зейделя вiд методу простої iтерацiї складається в
тому, що на (k + 1)-му кроцi iтерацiї при обчисленнi i-ї компоненти вектора Xk вико-
ристовуються значення

xk+1
1 , xk+1

2 , . . . , xk+1
i−1 ,

обчисленi на цьому кроцi.
Iтерацiйний процес Зейделя в матричному уявленнi має вигляд

Xk+1 = LXk+1 +MXk + E,

де

L =

















0 0 · · · 0 0
b2,1 0 · · · 0 0
b3,1 b3,2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

bn,1 bn,2 · · · bn,n−1 0

















,

M =













0 b1,2 b1,3 · · · b1,n−1 b1,n

0 0 b2,3 · · · b2,n−1 b2,n
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 0













,
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або, що те ж,


























xk+1
1 =

∑n
ν=2 b1,νx

k
ν + e1,

xk+1
2 = b2,1x

k+1
1 +

∑n
ν=3 b2,νx

k
ν + e2,

. . .
xk+1

n =
∑n−1

ν=1 bn,νx
k+1
ν + en.

Областi збiжностi методу простої iтерацiї та методу Зейделя рiзнi, у наслiдок чого
може виникнути така ситуацiя, що для деякої конкретної системи метод Зейделя не
збiгається, а метод простої iтерацiї збiгається або навпаки.

Теорема 8 (Теорема про достатню умову збiжностi методу Зейделя.) Якщо
при всiх значеннях виконується умова

n
∑

j=1,j 6=i

|ai,j| ≤ q|ai,i|, i = 1, 2, . . . , n, q < 1,

то
‖Xk+1 −X∗‖1 ≤ q‖Xk −X∗‖1.

Для визначення числа iтерацiй можна використовувати нерiвнiсть (36).

Дана теорема доводиться аналогiчно попереднiй теоремi.

3 Обчислення рiзниць.

Надалi ми будемо часто використовувати центральнi рiзницi i їхнi властивостi.
Нехай заданий набiр чисел f0, f1, . . . , fn. Їх першi рiзницi визначаються в такий

спосiб
∆f1/2 = f1 − f0, ∆f3/2 = f2 − f1, . . . , ∆fn−1/2 = fn − fn−1.

Другi центральнi рiзницi визначаються як рiзницi вiд рiзниць, тобто

∆2f1 = ∆f3/2 − ∆f1/2, ∆2f2 = ∆f5/2 − ∆f3/2, . . . ,

∆2fn−1 = ∆fn−1/2 − ∆fn−3/2.

Аналогiчно визначаються рiзницi третього порядку

∆3f3/2 = ∆2f2 − ∆2f1, ∆3f5/2 = ∆2f3 − ∆2f2, . . . ,

∆3fn−3/2 = ∆2fn−1 − ∆2fn−2,

i так далi.
Зрозумiло, що

∆2fi = fi+1 − 2fi + fi−1, i = 1, 2, . . . , n− 1,

∆3fi−1/2 = fi+1 − 3fi + 3fi−1 − fi−2, i = 2, 3, . . . , n− 1,

∆4fi = fi+2 − 4fi+1 + 6fi − 4fi−1 + fi−2, i = 2, 3, . . . , n− 2,

i так далi.
Коефiцiєнти в цих уявленнях є бiномiальними коефiцiєнтами зi знаками, що чере-

дуються.
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При обчисленнi рiзниць зручно користуватися таблицею.
Приведемо приклад такої таблицi.

fi ∆fi+1/2 ∆2fi ∆3fi+1/2 ∆4fi ∆5fi+1/2 ∆6fi

714
6

720 2
8 -8

728 -6 27
2 19 -80

730 13 -53 235
15 -34 155

745 -21 102
-6 68

739 47
41

740

Набiр даних f0, f1, f2, . . . , fn будемо називати перiодичним, якщо fn = f0. При
цьому ми вважаємо, що для всiх цiлих i виконується рiвнiсть fn+i = fi.

У цьому випадку для всiх i

∆1fi+1/2 = fi+1 − fi,

∆2fi = fi+1 − 2fi + fi−1 = ∆1fi+1/2 − ∆1fi−1/2,

∆3fi+1/2 = fi+2 − 3fi+1 + 3fi − fi−1 = ∆2fi+1 − ∆2fi,

i так далi.
Приклад обчислення рiзниць вiд перiодичних даних наведений у наступнiй таблицi:
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i fi ∆fi+1/2 ∆2fi ∆3fi+1/2 ∆4fi

26
-3

23 0 8
-3 7

0 20 7 -14
4 -7

1 24 0 5
4 -2

2 28 -2 -2
2 -4

3 30 -6 11
-4 7

4 26 1 -8
-3 -1

5 23 0 8
-3 7

6 20 7 -14
4 -7

24 0 5
4 -2

28

Далi ми вважаємо, що якщо ti = a+ (b− a)/n (i = 0, 1, . . .), то

fi = f(ti), f
(ν)
i = f (ν)(ti)

i
fi−1/2 = f((ti + ti−1)/2), f

(ν)
i−1/2 = f (ν)((ti + ti−1)/2).

Використовуючи формулу Тейлора, отримуємо

fi+1 = fi + f ′
ih+

f ′′
i

2
h2 +

f ′′′
i

6
h3 +

f
(4)
i

24
h4 +

f
(5)
i

120
h5 + . . . ,

fi−1 = fi − f ′
ih +

f ′′
i

2
h2 − f ′′′

i

6
h3 +

f
(4)
i

24
h4 − f

(5)
i

120
h5 + . . . ,

fi+2 = fi + 2f ′
ih+ 4

f ′′
i

2
h2 + 8

f ′′′
i

6
h3 + 16

f
(4)
i

24
h4 + 32

f
(5)
i

120
h5 + . . . ,

fi−2 = fi − 2f ′
ih + 4

f ′′
i

2
h2 − 8

f ′′′
i

6
h3 + 16

f
(4)
i

24
h4 − 32

f
(5)
i

120
h5 + . . . ,

i так далi. Таким чином,
∆2fi = fi+1 − 2fi + fi−1 =

= fi + f ′
ih+

f ′′
i

2
h2 +

f ′′′
i

6
h3 +

f
(4)
i

24
h4 +

f
(5)
i

120
h5 + . . .− 2fi+
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+fi − f ′
ih +

f ′′
i

2
h2 − f ′′′

i

6
h3 +

f
(4)
i

24
h4 − f

(5)
i

120
h5 + . . . =

= f ′′
i h

2 +
f

(4)
i

12
h4 +

f
(6)
i

360
h4 + . . . ,

тобто
∆2fi = f ′′

i h
2 + o(h2),

якщо f ∈ C2,

∆2fi = f ′′
i h

2 +
1

12
f

(4)
i h4 + o(h4), (38)

якщо f ∈ C4,

∆2fi = f ′′
i h

2 +
1

12
f

(4)
i h4 +

1

360
f

(6)
i h6 + o(h6),

якщо f ∈ C6, i так далi.
Iз цих рiвностей маємо, що

∆4fi = ∆2f ′′
i h

2 + o(h4) = f
(4)
i h4 + o(h4),

якщо f ∈ C4,

∆4fi = f
(4)
i h4 +

1

6
f

(4)
i h6 + o(h6),

якщо f ∈ C6 i так далi.

3.1 Рiзницi i факторiальнi полiноми.

Розглянемо функцiю на дискретнiй множинi рiвновiддалених точок

f(a), f(a+ h), f(a+ 2h), . . . , f(a+ (n− 1)h).

Визначимо рiзницевий оператор рiвнiстю

∆f(x) = f(x+ h) − f(x).

Рiзницевий оператор є лiнiйним, як i оператори диференцiювання та iнтегрування

∆(af(x) + bg(x)) = a∆f(x) + b∆g(x).

Наведемо деякi властивостi рiзницевого оператора

∆(f(x)g(x)) = f(x)∆g(x) + g(x+ h)∆f(x),

∆
f(x)

g(x)
=
g(x)∆f(x) − f(x)∆g(x)

g(x)g(x+ h)
,

крiм того,

∆ sin(ax+ b) = 2 sin
ah

2
cos

(

a

(

x+
h

2

)

+ b

)

,

∆ cos(ax+ b) = −2 sin
ah

2
sin

(

a

(

x+
h

2

)

+ b

)

,
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∆ax = ax(ah − 1),

∆ ln x = ln

(

1 +
h

x

)

.

Роль, яку грає число e у диференцiальному численнi, для обчислення кiнцевих рiзниць
грає число 2, зокрема, якщо a = 2 i h = 1, то ∆2x = 2x.

Позначимо
∆r = ∆

(

∆r−1f(x)
)

.

Теорема 9 (Основна теорема обчислення рiзниць). Якщо

y(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n (an 6= 0),

то
∆ny(x) = ann!hn

та
∆n+1y(x) = 0.

Для доведення теореми наведемо одне допомiжне твердження:

Лема 1 Якщо
y(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n (an 6= 0),

то ∆y(x) є полiномом степеня n-1.

Використовуючи бiном Ньютона, вiдразу дiстаємо

∆y(x) = (x+ h)n − xn =
n
∑

k=0

Ck
nh

n−kxk − xn =

= nhxn−1 +
n(n− 1)h2

2
xn−2 + . . .+ hn.

Таким чином, одержуємо алгебраїчний многочлен степеня n−1 зi старшим коефiцiєн-
том nh. Використовуючи властивiсть лiнiйностi, одержуємо, що рiзницевий оператор
зменшує степiнь кожної складової y(x) на одиницю.

Застосувавши до многочлена n-го степеня n раз лему, одержимо твердження тео-
реми.

В математичному аналiзi важливу роль грають ряди по степеневим функцiям (ряди
Тейлора):

f(x) =
∞
∑

k=0

akx
k,

при цьому провiдна роль степеневої функцiї визначена насамперед тим, що степенева
функцiя має наступну властивiсть

d

dx
xn = nxn−1 (n ≥ 1).

Природним аналогом у обчисленнi рiзниць є система функцiй gn(x) з властивiстю

∆gn(x) = ngn−1(x) (n ≥ 1).
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Цiєю властивiстю володiють факторiальнi многочлени

gn(x) = x[n] = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1) (n ≥ 1),

g0(x) = x[0] = 1.

Нехай функцiя f(x) може бути розкладена по факторiальних многочленах (анало-
гiчно розкладу Тейлора)

f(x) = b0 + b1x+ b2x
[2] + . . . =

∞
∑

k=0

bkx
[k]. (39)

Припустимо, що рiзницевий оператор є лiнiйним для нескiнченних сум i що його мо-
жна застосовувати послiдовно.

З спiввiдношення (39) при x = 0 вiдразу одержуємо

f(0) = b0.

Застосовуючи оператор ∆ до обох частин (39), одержуємо

∆f(x) =
∞
∑

k=1

bkkx
[k−1].

При x = 0 вiдразу маємо
∆f(0) = b1.

Аналогiчно,

∆nf(x) =
∞
∑

k=n

bkk(k − 1) . . . (k − n+ 1)x[k−n]

та при x = 0
∆nf(0) = n!bn.

Звiдси вiдразу одержуємо формальний аналог формули Тейлора

f(x) =
∞
∑

k=0

∆kf(0)

k!
x[k] =

∞
∑

k=0

Ck
x∆kf(0).

Якщо f(x) є полiномом степеня n, то

f(x) =
n
∑

k=0

∆kf(0)

k!
x[k] (40)

отримуємо iнтерполяцiйну формулу Ньютона.
Iз визначення факторiальних многочленiв маємо

x[n] = x[m](x−m)[n−m].

Таким чином,
x[0] = 1 = x[m](x−m)[−m],

або, що те ж саме,

y[−m] =
1

(y +m)[m]
=

1

(y +m)(y +m− 1) · · · (y + 1)
.
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Зауважимо, що при m 6= 0
x[m]x[−m] 6= x[0].

Для розкладання даного многочлена в суму по факторiальним многочленам потрi-
бно даний многочлен послiдовно подiлити на x, частку подiлити на (x − 1), далi, на
(x − 2), i так далi. Останки вiд дiлення i є коефiцiєнтами при факторiальних много-
членах.

Розкладання даного многочлена в суму по факторiальним многочленам наведемо
на прикладi.

Нехай P (x) = x4 + 6x2 − 7x+ 8, тодi

P (x) = ([1(x− 3) + 6](x− 2) + 13(x− 1) + 0)x+ 8 =

= x[4] + 6x[3] + 13x[2] + 0x[1] + 8.

3.2 Числа Стiрлiнга

Зважаючи на важливiсть степеневих функцiй у диференцiальному численi, а факто-
рiальних в рiзницевому численнi, було б добре знайти спiввiдношення мiж ними. I цi
спiввiдношення iснують. Так

x[n] =
n
∑

k=0

S(n, k)xk. (41)

Коефiцiєнти S(n, k) називаються числами Стiрлiнга першого роду.
Нехай n = 1, тодi

x[1] = x = S(1, 0) + S(1, 1)x,

де S(1, 0) = 0, S(1, 1) = 1.
Нехай n = 2, тодi

x[2] = x(x− 1) = x2 − x = S(2, 0) + S(2, 1)x+ S(2, 2)x2,

звiдки, S(2, 0) = 0, S(2, 1) = −1, S(2, 2) = 1.
Використавши в рекурентному спiввiдношеннi

x[n+1] = (x− n)x[n]

рiвнiсть (41), одержуємо

n+1
∑

k=1

S(n+ 1, k)xk = (x− n)
n
∑

k=1

S(n, k)xk =

=
n
∑

k=1

(S(n, k − 1) − nS(n, k))xk + S(n, n)xn+1 − nS(n, 0). (42)

Зауважимо, що при n > 0
S(n, n) = 1

i
S(n, 0) = 0.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях x в лiвiй i правiй частинах, одер-
жуємо

S(n+ 1, k) = S(n, k − 1) − nS(n, k) (k = 1, 2, . . . , n).
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Числа Стiрлiнга другого роду ϕ(n, k) дозволяють знайти степеневу функцiю через
факторiальнi многочлени

xn =
n
∑

k=0

ϕ(n, k)x[k]. (43)

Нехай n = 1, тодi
x = ϕ(1, 0) + ϕ(1, 1)x,

де ϕ(1, 0) = 0, ϕ(1, 1) = 1.
Нехай n = 2, тодi

x2 = ϕ(2, 0) + ϕ(2, 1)x+ ϕ(2, 2)x(x− 1),

звiдки ϕ(2, 0) = 0, ϕ(2, 1) = 1, ϕ(2, 2) = 1.
У рекурентному спiввiдношеннi

xn+1 = xxn

з рiвностi (43), одержуємо

n+1
∑

k=1

ϕ(n+ 1, k)x[k] = x
n
∑

k=1

ϕ(n, k)x[k] =

=
n
∑

k=1

(ϕ(n, k − 1) + kϕ(n, k))x[k] + ϕ(n, n)x[n+1] − ϕ(n, 0). (44)

Зауважимо, що при n > 0
ϕ(n, n) = 1

i
ϕ(n, 0) = 0.

Прирiвняємо коефiцiєнти при подiбних факторiальних многочленах в лiвiй i правiй
частинах, в результатi чого одержуємо

ϕ(n + 1, k) = ϕ(n, k − 1) + kϕ(n, k) (k = 1, 2, . . . , n).

3.3 Обчислення сум.

Нехай
b
∑

x=a

f(x) = f(a) + f(a+ 1) + . . .+ f(b),

тодi якщо
∆f(x) = f(x+ 1) − f(x),

то
b−1
∑

x=a

∆f(x) = f(b) − f(a), (45)

що є аналогом формули Ньютона-Лейбнiца.

Теорема 10 (Основна теорема обчислення сум). Якщо двi функцiї данi на дис-
кретнiй множинi точок i мають тi ж самi першi рiзницi, то вони вiдрiзняються
один вiд одного не бiльш нiж постiйним доданком.
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З рiвностi
∆x[n] = nx[n−1]

i рiвностi (45) одержуємо при n 6= −1

b−1
∑

x=a

x[n] =
b[n+1] − a[n+1]

n+ 1
. (46)

Нехай n = 0, тодi одержимо

b−1
∑

x=a

x[0] =
b[1] − a[1]

1
= b− a.

Використовуючи формулу (46) i лiнiйнiсть оператора пiдсумовування, можна знахо-
дити суми многочленiв шляхом перетворення xn у факторiальнi многочлени або за
допомогою чисел Стiрлiнга другого роду, або використовуючи дiлення многочленiв.

Можна показати, що
n
∑

x=1

x =
n
∑

x=1

x[1] =
n(n+ 1)

2
,

n
∑

x=1

x2 =
n
∑

x=1

(

x[2] + x[1]
)

=
n(n + 1)(2n+ 1)

6
,

n
∑

x=1

x3 =
n
∑

x=1

(

x[3] + 3x[2] + x[1]
)

=
n2(n+ 1)2

4
.

Формула пiдсумовування для x[n] вiрна i для вiд’ємних показникiв (n 6= −1), на-
приклад,

n
∑

x=1

1

x(x+ 1)
=

n
∑

x=1

(x− 1)[−2] =
n[−1] − 0[−1]

−1
= − 1

n + 1
+

1

1
=

n

n+ 1
.

Аналогiчно,
n
∑

x=1

1

x(x+ 1)(x+ 2)
=

n
∑

x=1

(x− 1)[−3] =
n[−2] − 0[−2]

−2
=

=
1

2

(

1

1 · 2 − 1

(n+ 1)(n+ 2)

)

.

Рiзницева формула
∆ax = (a− 1)ax

приводить до геометричної прогресiї
n
∑

x=1

ax =
an+1 − 1

a− 1
.

Формули для рiзниць синуса i косинуса приводять до формул

n
∑

x=0

sin(ax+ b) =

sin
a(n + 1)

2
sin

(

an

2
+ b

)

sin
a

2

,
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n
∑

x=0

cos(ax+ b) =

sin
a(n + 1)

2
cos

(

an

2
+ b

)

sin
a

2

.

В обчисленнi сум є метод аналогiчний методу iнтегрування частинами.
Iз формули для рiзницi добуткiв

∆uv = u∆v + v(x+ 1)∆u

пiдсумовуванням одержуємо

n−1
∑

x=0

u∆v = u(n)v(n) − u(0)v(0) −
n−1
∑

x=0

v(x− 1)∆u(x).

Наведемо один приклад

n−1
∑

x=0

xax =
xax

a− 1

∣

∣

∣

∣

n

0
−

n−1
∑

x=0

ax+1

a− 1
1 =

xax

a− 1
− ax+1

(a− 1)2

∣

∣

∣

∣

∣

n

0

=

=
a

(1 − a)2
[(n− 1)an − nan−1 + 1].

Розглянутi методи пiдсумовування спираються на рiвнiсть (46) вiрну при n 6= −1.
У диференцiальному численнi це аналогiчно спiввiдношенню

∫

xndx =
xn+1

n+ 1
+ C,

дiйсному при n 6= −1. При n = −1 має мiсце iнша рiвнiсть
∫

x−1dx = ln |x| + C.

Щось подiбне має мiсце i у рiзницевому численнi.
Дiгамма-функцiєю позначимо функцiю вигляду

F (x) =
x
∑

n=1

1

n
− γ,

де γ = 0.5772156649 . . . - константа Ейлера.
Отже, F (0) = −γ. Ця формула вiрна для цiлих x. Запис

F (x) =
∞
∑

n=1

x

n(n + x)
− γ, F (0) = −γ

дозволяє поширити це визначення на всi нецiлi значення. Для доказу досить встано-
вити рiвнiсть

∆F (x) =
1

x+ 1
.

Мiж дiгамма-функцiєю i натуральним логарифмом iснує зв’язок

F (x) = lim
n→∞

(

ln(x+ n + 1) − 1

x+ 1
− 1

x+ 2
− . . .− 1

x+ n

)

.
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Зрозумiло, що

F ′(x) =
∞
∑

n=1

1

(n + x)2
,

F ′′(x) = 2
∞
∑

n=1

1

(n+ x)3
,

i так далi.

4 Наближення функцiй.

4.1 Iнтерполяцiйний полiном Лагранжа.

Нехай дана система точок

(xi, yi) (i = 0, 1, 2, . . . , n)

i потрiбно вiдновити функцiю, що проходить через дану систему точок.
Насамперед вiдзначимо найбiльш вiдомий класичний апарат наближення – iнтер-

поляцiйний полiном Лагранжа. Пiд цим термiном будемо мати на увазi алгебраїчний
полiном Ln(x) степеня n, що проходить через дану систему точок:

Ln(xi) = yi (i = 0, 1, 2, . . . , n).

Легко переконатися в тому, що вiн має вигляд

Ln(x) =
n
∑

i=0

li(x)yi,

де

li(x) =

∏n
j=0,j 6=i(x− xj)

∏n
j=0,j 6=i(xi − xj)

.

Якщо ж
xi = a+ i ∗ h (i = 0, 1, 2, . . . , n),

h =
b− a

n
,

то його можна записати у виглядi

Ln(x) = y0 + (x− a)
∆y0

h
+ (x− a)(x+ h− a)

∆2y0

2!h2
+

+(x− a)(x+ h− a)(x+ 2h− a)
∆3y0

3!h3
+ . . .+

+(x− a)(x+ h− a) . . . (x+ nh− a)
∆ny0

n!hn
,

де ∆νy0 є рiзниця ν-го порядку.
У цьому випадку полiном називають iнтерполяцiйним полiномом Ньютона.
Наведемо деякi апроксимацiйнi властивостi iнтерполяцiйного многочлена Лагран-

жа.
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Зрозумiло, що рiзниця y(x) − Ln(x) обертається в нуль у точках xi, отже, можна
записати спiввiдношення

y(x) − Ln(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)f(x),

f(x) деяка функцiя. Отже, для довiльного x̃ має мiсце рiвнiсть

y(x̃) − Ln(x̃) − (x̃− x0)(x̃− x1) . . . (x̃− xn)f(x̃) = 0.

Розглянемо функцiю

F (x) = y(x) − Ln(x) − (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)f(x̃).

Якщо y(x) має похiдну (n + 1)-го порядку, то i над F (x) можна провести операцiю
диференцiювання n+ 1 раз, що приведе до рiвностi

F (n+1)(x) = y(n+1)(x) − (n+ 1)!f(x̃).

Зважаючи на той факт, що F (x) обертається в нуль n + 2 рази (у точках xi i x̃),
то по теоремi про середнє значення, F ′(x) обертається в нуль на iнтервалi (x0, xn)
принаймнi, n+1 раз. Використовуючи цей факт, отримуємо, що F (n+1)(x) обертається
в нуль, хоча б один раз. Таким чином, на даному iнтервалi iснує значення x̂ таке, що

y(n+1)(x̂) = (n+ 1)!f(x̃).

Звiдси вiдразу одержуємо

f(x̃) =
y(n+1)(x̂)

(n+ 1)!

i, отже, похибка наближення функцiї y ∈ Cn+1
[a,b] iнтерполяцiйним многочленом Лагран-

жа буде мати вигляд:

y(x) − Ln(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)
y(n+1)(x̂)

(n+ 1)!

i

‖y − Ln‖C[a,b] ≤
‖y(n+1)‖C[a,b]

(n+ 1)!

∥

∥

∥

∥

∥

n
∏

i=0

(· − xi)

∥

∥

∥

∥

∥

C[a,b]

, (47)

де
‖f‖C[a,b] = max

x∈[a,b]
|f(x)|.

Ця оцiнка точна, наприклад, для y(x) = xn+1 ця нерiвнiсть обертається в рiвнiсть. У
такий спосiб маємо

sup
y∈W n+1

∞ [a,b]

‖y − Ln‖C[a,b] =
1

(n+ 1)!

∥

∥

∥

∥

∥

n
∏

i=0

(· − xi)

∥

∥

∥

∥

∥

C[a,b]

.

Так, зокрема, для iнтерполяцiйного полiнома Лагранжа другого степеня (iнтерполя-
цiйної квадратичної параболи) має мiсце рiвнiсть

sup
y∈W 3

∞ [a,b]

‖y − L2‖C[a,b] =
1

3!

∥

∥

∥

∥

∥

(· − a)

(

· − a− a + b

2

)

(· − b)

∥

∥

∥

∥

∥

C[a,b]

.
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Зробивши замiну, що переводить вiдрiзок [a, b] у вiдрiзок [−1, 1], одержимо

sup
y∈W 3

∞ [a,b]

‖y − L2‖C[a,b] =
(b− a)3

3!23

∥

∥

∥·
(

1 − (·)2
)∥

∥

∥

C[−1,1]
.

Зауважуючи, та те, що

max
t∈[−1,1]

|t(1 − t2)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1√
3



1 −
(

1√
3

)2




∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
2
√

3

9
,

одержуємо

sup
y∈W 3

∞ [a,b]

‖y − L2‖C[a,b] =
(b− a)3

√
3

216
.

Аналогiчний результат можна одержати для кубiчного многочлена H3(x), який iн-
терполює в точках a i b функцiю та її похiдну (iнтерполяцiйний полiном Ермiта). Не
зупиняючись докладно, вiдзначимо, що для вiдрiзка [−1, 1] цей полiном має вигляд

H3(x) =
y−1

4
(1 − x)2(2 + x) +

y1

4
(1 + x)2(2 − x)+ (48)

+
y′−1

4
(1 − x)2(1 + x) − y′1

4
(1 + x)2(1 − x),

i

‖y −H3‖C[a,b] =
(b− a)4

384
|y(4)(ξ)|,

звiдки маємо рiвнiсть

sup
y∈W 4

∞[a,b]

‖y −H3‖C[a,b] =
(b− a)4

384
.

Спiввiдношення (47) дозволяє вiдповiсти на питання, як розпорядитися вузлами
iнтерполяцiї полiнома Лагранжа, щоб зменшити похибку наближення. Вiдповiдь три-
вiальна - вузли xi варто вибрати так, щоб величина

∥

∥

∥

∥

∥

n
∏

i=0

(· − xi)

∥

∥

∥

∥

∥

C[a,b]

була мiнiмальною.
Для промiжку [−1, 1] розв’язок цiєї задачi дає вiдома теорема Чебишева про альтер-

нанс, згiдно якої, серед всiх алгебраїчних полiномiв степеня n зi старшим коефiцiєнтом
рiвним одиницi, найменш вiдхиляється вiд нуля полiном

Tn(x) =
1

2n
cos(n arccosx). (49)

Звiдси легко визначаються точки, в яких полiном Чебишева обертається в ноль

xi = cos
2i− 1

2n
π, (i = 1, 2, . . . , n).
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Зауваження. Графiчно нулi полiнома Чебишева можна побудувати в такий спосiб:
роздiлимо пiвколо, яке спирається на вiдрiзок [−1, 1] як на дiаметр, на n рiвних
частин i спроектуємо їхнi кiнцi на дiаметр. Отриманi проекцiї i є нулями полiнома
Чебишева.

Покажемо, що (49) дiйсно алгебраїчний многочлен.
Дiйсно, виберемо в рiвностi

cos(n+ 1)t+ cos(n− 1)t = 2 cosnt cos t

у якостi t величину arccos x, тодi одержимо

2nTn+1(x) + 2n−2Tn−1(x) = 2nTn(x)x,

тобто

Tn+1(x) = Tn(x)x− 1

4
Tn−1(x). (50)

З спiввiдношення (49) вiдразу маємо

T0(x) = 1, T1(x) = x.

Використовуючи рекурентну формулу (50), одержуємо

T2(x) = x2 − 1

2
, T3(x) = x3 − 3

4
x,

i так далi.
Пафнутiй Львович Чебишев довiв, що серед всiх алгебраїчних многочленiв Pn(x)

степеня n зi старшим коефiцiєнтом 1 у многочлена

Tn(x)

2n−1
, Tn(x) = cos(n arccosx)

точна верхня грань абсолютних значень на iнтервалi (−1, 1) найменша i дорiвнює
2−n+1.

Таким чином, вибираючи в якостi значень x∗i нулi полiнома Чебишева, одержуємо
найменшу похибку серед всiх розбивок промiжку:

‖y(n+1)‖C[a,b]

2n(n+ 1)!
.

З вигляду похибки вiдразу одержуємо, що для досить гладких функцiй маємо не-
погану ступiнь апроксимацiї. Крiм того,

‖y − Ln‖C[a,b] ≤ (1 + ‖Ln‖)En(y),

де En(y)- найкраще наближення функцiї y(x) алгебраїчними многочленами i

‖Ln‖ = 2π lnn+O(1).

Таким чином, наближення iнтерполяцiйними многочленами лише в lnn раз гiрше
найкращого наближення многочленами того ж порядку. У випадку, якщо функцiя
має, наприклад, 10 похiдних, порядок апроксимацiї буде

lnn

n10
≈ 1

n10
,
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якщо ж функцiя не досить гладка, то цей логарифм здобуває iншу вагу, що серйозно
позначається на похибцi наближення.

Найбiльший iнтерес iнтерполяцiйнi многочлени Лагранжа викликають не тiльки
як апарат опису дискретних даних, а як iнструмент для розв’язування самих рiзно-
манiтних задач. Проiлюструє це на деяких прикладах.

4.2 Поповнення даних за межi даного промiжку.

В процесi розв’язку всiляких задач при використаннi дискретних даних доводиться
зiштовхуватися з тiєю ситуацiєю, що потрiбно знати значення функцiї за межами
даного промiжку, наприклад, x−1, x−2,. . . , xn+1, xn+2. . . . Для досягнення цiєї мети
застосовують iнтерполяцiйнi полiноми Лагранжа. Наведемо приклад. Нехай данi зна-
чення

(xi, yi), (xi = a+ ih), (i = 0, 1, . . . , n).

Обчислимо iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа, що проходить через точки x0, x1,
x2:

ℓ1(y, x) =
1

2h2
(y0(x− x1)(x− x2)) −

1

h2
(y1(x− x0)(x− x2)) +

+
1

2h2
(y2(x− x0)(x− x1)) ,

i обчислимо його значення в точцi x−1 = a− h, тим самим одержимо

y−1 = 3y0 − 4y1 + 2y2

та
y−2 = 6y0 − 8y1 + 3y2.

Для iншого кiнця промiжку формули будуть мати вигляд:

yn+1 = 3yn − 4yn−1 + 2yn−2

yn+2 = 6yn − 8yn−1 + 3yn−2.

Зауважимо, що в багатьох алгоритмах i програмних реалiзацiях використовують
алгоритм лiнiйної екстраполяцiї, тобто через точки x0 i x1 проводять пряму i у яко-
стi y−1 беруть вiдповiдне значення на цiй прямiй. Використання цього методу вкрай
небажано, тому що використовуючи надалi який-небудь апарат наближення, ми при-
рiкаємо себе на те, що бiля кiнцiв промiжку похибка наближення буде не краще O(h2).
Низька точнiсть веде до перекручування остаточного результату, так, у випадку ро-
боти iз зображенням, одержуємо графiчний образ з розмитими краями.

4.3 Поповнення таблиць даних.

З появою необхiдностi зберiгання великих обсягiв iнформацiї виникла потреба в мето-
дах компресiї (стиску) i декомпресiї iнформацiї. Розглянемо наступну задачу – дана
таблиця даних

x0 x1 . . . xi . . . xn

y0 y1 . . . yi . . . yn
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Потрiбно збiльшити число даних у цiй таблицi (поповнити її).
Iснує багато рiзних методiв розв’язку цiєї проблеми, один iз яких полягає в на-

ступному: використовуючи значення таблицi як точки на площинi, побудувати який-
небудь апроксимуючий апарат (iнтерполяцiйний полiном, сплайн та iн.) i точки, що
знiмаються з отриманого апарата наближення, брати в якостi даних, якi поповнюю-
ться.

Iнший метод зводиться до отримання рекурентної формули, що поповнює значення
таблицi у серединi мiж кожною парою даних. Наведемо приклад.

Будемо вважати, що xi = a + ih, тобто данi рiвновiддаленi.
Через кожнi чотири точки xi−1, xi, xi+1, xi+2 проведемо iнтерполяцiйний полiном

Лагранжа

L3,i(y, x) = − 1

6h3
yi−1(x− xi)(x− xi+1)(x− xi+2)−

− 1

2h3
yi(x− xi−1)(x− xi+1)(x− xi+2) +

1

2h2
yi+1(x− xi−1)(x− xi)(x− xi+2)+

+
1

6h3
yi+2(x− xi−1)(x− xi)(x− xi+1),

i, в якостi поповнюваного значення yi+1/2, виберемо

yi+1/2 = L3,i(y, xi+1/2) =
1

16
(−yi−1 + 9yi + 9yi+1 − yi+1) .

Пiсля нескладних спрощень одержимо наступну формулу:

yi+1/2 =
yi + yi+1

2
− 1

8
∆2

(

yi + yi+1

2

)

. (51)

Зрозумiло, що якщо данi визначенi на вiдрiзку, то для використання формули (51)
потрiбнi значення x−1 i xn+1, якi визначаються з результатiв попереднього параграфа.

Недолiки iнтерполяцiї по Лагранжу.
Вiдомий наступний факт: з ростом числа рiвновiддалених вузлiв максимальне вiд-

хилення iнтерполяцiйного многочлена вiд функцiї (функцiя Рунге)

y =
α2

α2 + x2

не зменшується.
Бiльше того, з теорiї апроксимацiї вiдомо, що для кожного n i набору xi i =

0, 1, . . . , n, найдеться така функцiя f(x), що

‖f − Ln(f)‖C[a,b] → ∞

при n→ ∞.

4.4 Тригонометричнi iнтерполяцiйнi полiноми.

У багатьох задачах прогнозування, частотного аналiзу та iн. вiдомо, що данi є перiо-
дичними. У цьому випадку використання алгебраїчних многочленiв для опису даних
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неприродно. Зрозумiло, що при описi перiодичних даних варто використовувати пе-
рiодичнi функцiї. У цьому випадку можна використовувати iнтерполяцiйний триго-
нометричний полiном. Розiб’ємо перiод на 2n + 1 рiвних частин. Тригонометричний
полiном

Tn(x) = a0 + a1 cosx+ b1 sin x+ . . .+ an cosnx+ bn sinnx

степеня n будемо називати iнтерполяцiйним по системi точок xi, yi i = 0, 1, . . . 2n, якщо
виконуються iнтерполяцiйнi умови

Tn(xi) = yi (i = 0, 1, . . . , 2n).

Для визначення коефiцiєнтiв iнтерполяцiйного многочлена потрiбно розв’язати систе-
му рiвнянь

a0 + a1 cosxi + b1 sin xi + . . .+ an cosnxi + bn sinnxi = yi

(i = 0, 1, . . . , 2n).

Спочатку покажемо, що якщо систему можна розв’язати, то її розв’язок єдиний. В
алгебрi вiдомий той факт, що систему лiнiйних рiвнянь можна розв’язати тодi i тiльки
тодi, коли вiдповiдна однорiдна система має лише тривiальний розв’язок. У нашому
випадку це значить, що iнтерполяцiйний полiном iснує i єдиний тодi i тiльки тодi,
коли iнтерполяцiйний полiном, який iнтерполює всi нулi, тотожно дорiвнює нулю.

Покладемо противне, нехай таких полiномiв два. Тодi рiзниця їх буде обертатися до
нуля у цих точках. З основної теореми алгебри для тригонометричних полiномiв вiдо-
мо, що будь-який тригонометричний полiном степеня n має рiвно 2n коренiв дiйсних
та уявних (з урахуванням кратностi). А тому, що рiзниця цих iнтерполяцiйних полi-
номiв є тригонометричний полiном того ж степеня, то ця рiзниця тотожно дорiвнює
нулю. Однозначнiсть доведена. Таким чином, якщо ми знайдемо многочлен степеня
n, що iнтерполює нашi данi, то це й буде iнтерполяцiйний тригонометричний полiном.

Розглянемо тригонометричний полiном

Tn(y, x) =
2n
∑

i=0

yi

2n
∏

j=0,j 6=i

sin
x−xj

2

sin
xi−xj

2

.

Умова iнтерполяцiї доводиться безпосередньою перевiркою твердження. З iншого бо-
ку, тому що в знаменнику стоїть стала, то досить показати, що в чисельнику стоять
тригонометричнi полiноми степеня n. Цей факт вiдразу витiкає з того, що в чисель-
нику стоїть добуток n тригонометричних многочленiв першого порядку.

Для рiвновiддалених вузлiв формула здобуває набагато простiшого вигляду, так,
якщо

xi = a + ih, (i = 0, 1, . . . , 2n), h =
2π

2n+ 1
, a ∈

(

0,
2π

2n+ 1

]

,

то

Tn(y, x) =
2n
∑

i=0

yi

2n+ 1

2n
∏

j=0,j 6=i

sin
(

(2n+ 1)x−xj

2

)

sin xi−xj

2

.

Апроксимацiйнi властивостi iнтерполяцiйних тригонометричних полiномiв багато
в чому збiгаються iз властивостями полiномiв Лагранжа.

Так,
‖y − Tn(y)‖C[0,2π] ≤ (1 + ‖Tn‖)Ẽn(y),
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де Ẽn(y)- найкраще наближення функцiї y(x) тригонометричними многочленами та

‖Tn‖ = 2π lnn +O(1).

У такий спосiб, наближення iнтерполяцiйними многочленами лише в lnn раз гiрше
найкращого наближення многочленами того ж порядку.

4.5 Метод найменших квадратiв.

Нехай дана система точок

(xi, yi) (i = 0, 1, 2, . . . , n),

якi заданi з похибкою.
У цьому випадку використання iнтерполяцiйних методiв недоцiльно. Крiм того,

можлива ситуацiя, коли вигляд апарата, який використовується для наближення, ви-
значається технологiчними умовами або природою явища. Наприклад, функцiя, що
наближає, повинна бути лiнiйною або квадратичною.

Розглянемо випадок, коли потрiбно данi описати функцiєю вигляду

y = Au1(x) +Bu2(x) + Cu3(x),

де u1, u2, u3 деякi функцiї.
Випишемо функцiю

Ψ(A,B,C) =
n
∑

i=0

(yi − Au1(xi) −Bu2(xi) − Cu3(x))
2 ρ2

i ,

де ρi – деякi невiд’ємнi числа (ваговi коефiцiєнти) i пiдберемо коефiцiєнти A, B, C
таким чином, щоб

Ψ(A,B,C) → min.

Зважаючи на той факт, що функцiя гладка по всiм змiнним, то мiнiмум її досягається
у критичних точках, якi визначаються рiвностями

∂Ψ(A,B,C)

∂A
= 0,

∂Ψ(A,B,C)

∂B
= 0,

∂Ψ(A,B,C)

∂C
= 0,

або, що те ж






















































A
∑n

i=0 u
2
1(xi)ρ

2
i +B

∑n
i=0 u1(xi)u2(xi)ρ

2
i +

+C
∑n

i=0 u1(xi)u3(xi)ρ
2
i =

∑n
i=0 u1(xi)yiρ

2
i ,

A
∑n

i=0 u1(xi)u2(xi)ρ
2
i +B

∑n
i=0 u

2
2(xi)ρ

2
i +

+C
∑n

i=0 u2(xi)u3(xi)ρ
2
i =

∑n
i=0 u2(xi)yiρ

2
i ,

A
∑n

i=0 u1(xi)u3(xi)ρ
2
i +B

∑n
i=0 u2(xi)u3(xi)ρ

2
i +

+C
∑n

i=0 u
2
3(xi)ρ

2
i =

∑n
i=0 u3(xi)yiρ

2
i .

(52)
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Розв’язок цiєї системи i дає параметри шуканої функцiї.
Зокрема, якщо ρi = 1 (i = 0, 1, . . . , n) i

u1(x) = x, u2(x) = 1, u3(x) = 0,

то одержимо рiвняння лiнiйної регресiї, а якщо

u1(x) = x2, u2(x) = x, u3(x) = 1,

то одержимо рiвняння квадратичної регресiї.

4.6 Лiнеаризацiя при методi найменших квадратiв.

Наведена методологiя визначення апроксимуючих функцiй методом найменших ква-
дратiв годиться лише для функцiй, у яких невизначенi коефiцiєнти заданi лiнiйно.
Якщо ж ця умова не виконується, то пряме використання методу найменших квадра-
тiв неможливо. Як же бути в цьому випадку? Чи можливо взагалi використовувати в
таких випадках метод найменших квадратiв? Так. Можливо. Але тодi потрiбно про-
водити деякi додатковi побудови, якi дозволяють провести лiнеаризацiю (за коефiцi-
єнтами) функцiї, що наближає.

Проiлюструємо це на декiлькох прикладах.
1. Нехай функцiя, що наближає, має вигляд

y =
1

αx+ β
.

Тодi для xi похибка буде дорiвнювати

δi = yi −
1

αxi + β
. (53)

Пряме використання методу найменших квадратiв приводить до мiнiмiзацiї вели-
чини

n
∑

i=0

δ2
i =

n
∑

i=0

(

yi −
1

αxi + β

)2

. (54)

Взявши частиннi похiднi по α i β i прирiвнявши їх нулю, одержимо систему iз двох
нелiнiйних рiвнянь, що не пiдлягає точному розв’язку.

У зв’язку iз цим, проведемо деякi побудови.
Розглянемо величини

∆i = yi(αxi + β) − 1, (i = 0, 1, . . . , n).

З’ясуємо залежнiсть мiж ∆i i δi. Iз спiввiдношення (53) одержуємо

αxi + β =
1

yi − δi
.

Тодi

∆i =
yi

yi − δi
− 1 =

δi
yi − δi

,

i, отже,

δi =
yi∆i

∆i + 1
≈ yi∆i.
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Тодi задача (54) зводиться до задачi визначення коефiцiєнтiв α i β так, щоб величина

n
∑

i=0

(yi∆i)
2 =

n
∑

i=0

(1 − αxiyi − βyi)
2 y2

i

була мiнiмальною.
Таким чином, ми прийшли до задачi (52) за умови, що функцiя, яка наближається,

тотожно дорiвнює одиницi,

u1(x) = xy(x), u2(x) = y(x), ρi = yi.

2. Розглянемо iнший приклад. Нехай функцiя, що наближає, має вигляд

y =
x

αx+ β
.

Для xi похибка буде дорiвнювити

δi = yi −
xi

αxi + β
(55)

та
∆i = yi(αxi + β) − xi (i = 0, 1, . . . , n).

З’ясуємо зв’язок мiж ∆i i δi. З (55) маємо

αxi + β =
xi

yi − δi
.

Тодi

∆i =
xiyi

yi − δi
− xi =

xiδi
yi − δi

.

Звiдси

δi =
yi∆i

∆i + xi

≈ yi

xi

∆i.

Для малих δi
n
∑

i=0

δ2
i ≈

n
∑

i=0

(

yi

xi

∆i

)2

та
n
∑

i=0

(

yi

xi
∆i

)2

=
n
∑

i=0

(xi − αxiyi − βyi)
2
(

yi

xi

)2

.

Таким чином, ми прийшли до задачi (52) за умови, що наближається функцiя, яка
тотожно дорiвнює x,

u1(x) = xy(x), u2(x) = y(x), ρi =
yi

xi
.

3. Нарештi, нехай функцiя, яка наближує, має вигляд

y =
αx+ β

γx+ 1
.
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Завдання полягає в знаходженнi коефiцiєнтiв α, β, γ, при яких величина

n
∑

i=0

δ2
i =

n
∑

i=0

(

yi −
αxi + β

γxi + 1

)2

буде мiнiмальною.
Лiнеаризуємо цю задачу.
Нехай

∆i = γxiyi + yi − αxi − β (i = 0, 1, . . . , n).

З’ясуємо зв’язок мiж ∆i i δi. З попереднього маємо

∆i

γxi + 1
= yi −

αxi + β

γxi + 1
.

У такий спосiб
∆i

γxi + 1
= δi.

Для малих δi одержуємо еквiвалентну задачу

n
∑

i=0

(

∆i

γxi + 1

)2

=
n
∑

i=0

(yi − αxi − β + γxiyi)
2

(

1

γxi + 1

)2

→ min .

В цьому випадку використовувати метод найменших квадратiв не можливо, тому що
у ваговий коефiцiєнт входить невiдомий параметр γ.

Розглянемо iтерацiйний метод покрокового уточнення вагових коефiцiєнтiв.
Для задачi (52) покладемо

u1(x) = x, u2(x) = 1, u3(x) = −xy(x), ρi = 1.

Розв’язуючи цю задачу, одержуємо α1, β1, γ1.
Нехай тепер

u1(x) = x, u2(x) = 1, u3(x) = −xy(x), ρi =
1

γ1xi + 1
.

I знову розв’язуючи цю задачу, одержуємо α2, β2, γ2. Продовжуючи цей процес при

u1(x) = x, u2(x) = 1, u3(x) = −xy(x), ρi =
1

γ2xi + 1
,

одержимо α2, β2, γ2.
Iтерацiю будемо продовжувати доти, поки не будуть виконуватися спiввiдношення

|αk − αk−1| < ε,

|βk − βk−1| < ε,

|γk − γk−1| < ε,

де ε- задана похибка.
Поряд iз дрiбно-лiнiйними функцiями досить часто використовуються степеневi та

показниковi функцiї.
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4. Будемо шукати функцiю, що наближає, у виглядi

y = αxβ .

Для всiх i = 1, 2, . . . , n покладемо

δi = yi − αxβ
i

та
∆i = ln yi − lnα− β ln xi = ln

yi

αxβ
i

.

З’ясуємо зв’язок мiж цими величинами. З першої рiвностi знайдемо

αxβ
i = yi − δi

i пiдставимо в друге спiввiдношення, маємо рiвнiсть

∆i = ln
yi

yi − δi
.

Звiдси
yi − δi = yi exp(−∆i)

i
δi = yi (1 − exp(−∆i)) ≈ yi∆i.

Таким чином, задачу мiнiмiзацiї величини
n
∑

i=1

δ2
i

можна замiнити задачею мiнiмiзацiї спiввiдношення
n
∑

i=1

(yi∆i)
2 =

n
∑

i=1

y2
i (ln yi − lnα− β lnxi)

2 ,

яка є задачею вигляду (52).
Похибка наближення має вигляд

σi =
1

n

n
∑

i=1

(

yi − αxβ
i

)2
.

5. Нехай функцiя, що наближає, задана у виглядi

y = αβx.

Для всiх i = 1, 2, . . . , n покладемо

δi = yi − αβxi

та
∆i = ln yi − lnα− xi ln β = ln

yi

αβxi
.

Знайдемо зв’язок мiж цими величинами. Виражаючи з першої рiвностi

αβxi = yi − δi
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i використовуючи у другому, одержуємо

∆i = ln
yi

yi − δi
.

Отже,
δi = yi (1 − exp(−∆i)) ≈ yi∆i.

Таким чином, за аналогiєю, задачу мiнiмiзацiї величини

n
∑

i=1

δ2
i

можна замiнити задачею мiнiмiзацiї спiввiдношення

n
∑

i=1

(yi∆i)
2 =

n
∑

i=1

y2
i (ln yi − lnα− xi lnβ)2 ,

яка є задачею (52).
Похибка наближення буде мати вигляд

σi =
1

n

n
∑

i=1

(yi − αβxi)2 .

5 Сплайни.

У розглянутому курсi ми вже зiштовхувалися з наближеним описом функцiї по даним
значенням. Маючи значення функцiї в точках i (i = n, . . . ,m, n,m ∈ N ) ми одержу-
вали наближений опис цiєї функцiї у виглядi алгебраїчного многочлена (40) (iнтер-
поляцiйний многочлен). Незважаючи на простоту iнтерполяцiйних многочленiв, їхнє
використання для великої кiлькостi даних незручно. Насамперед це пояснюється тим,
що методи полiномiальної апроксимацiї збiгаються не для всiх функцiй, характерним
прикладом є функцiя Рунге (що вiдмiчалося вище). Як це не дивно, з ростом рiвно-
вiддалених вузлiв, вiдхилення iнтерполяцiйного многочлена, наприклад, вiд функцiї
f(x) = 1

1+x2

max
x∈[−1,1]

|f(x) − Pn(f, x)|
не зменшується.

З iншого боку, вигляд i реалiзацiя iнтерполяцiйних многочленiв досить зручнi.
У зв’язку iз цим природне бажання побудувати такий апарат наближення, який

зберiгає зручнiсть полiномiальної апроксимацiї i вiльний вiд недолiкiв iнтерполяцiй-
них многочленiв. Такi методи iснують i називаються методами кусково-полiномiальної
апроксимацiї або сплайнами.

Сплайном порядку r дефекту k по довiльному розбиттю

∆n = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b}

вiдрiзку [a, b] називається (r − k) - раз неперервно диференцiйована на вiдрiзку [a, b]
функцiя sr,k(∆n, x), яка на кожному промiжку (xi, xi+1) (i = 0, 1, . . . , n− 1) є алгебра-
їчним многочленом степеня не вище r.

48



Найбiльш популярними є сплайни мiнiмального дефекту, тобто сплайни sr(∆n, x)=
sr,k(∆n, x) при k = 1. При цьому, практичнi потреби бiльш нiж на 90% задовольняю-
ться сплайнами другого i третього порядкiв.

Сплайни порiвняно молодий апарат теорiї наближень. Їх широке використання ста-
ло можливим з появою i розвитком обчислювальної технiки. У цих умовах повною
мiрою виявилися їхнi позитивнi сторони. Незабаром сфера їх використання охопи-
ла, практично, всi областi, де застосовувалися обчислювальнi методи – теорiя апро-
ксимацiї, чисельнi методи розв’язку диференцiальних i iнтегральних рiвнянь, теорiя
керування, математична статистика i багато iнших.

5.1 Iнтерполяцiйнi ламанi. Гарантованi оцiнки похибки.

У цьому параграфi наведенi застосування попереднiх результатiв до знаходження га-
рантованих оцiнок вiдхилення функцiй вiд їх iнтерполяцiйних ламаних. На прикладi
ламаних, як на моделi, ми покажемо схему знаходження оцiнок наближення. Надалi
ми часто будемо додержуватися цiєї схеми.

Задача 5.1 Вивести iнтегральне уявлення похибки вiдхилення функцiї вiд її iнтер-
поляцiйної ламаної в довiльнiй точцi.

Розв’язок. Нехай ℓ(f, x) — пряма, яка iнтерполює функцiю f(t) у точках α i β.
Добре вiдомо (зокрема з курсу аналiтичної геометрiї), що

ℓ(f, x) =
x− β

α− β
f(α) +

α− x

α− β
f(β)

або
ℓ(f, x) = σ1f(α) + σ2f(β)

де

σ1 =
x− β

α− β
σ2 =

α− x

α− β
.

Неважко бачити, що
1 − (σ1 + σ2) = 0.

Нехай тепер для x ∈ [a, b]

Kx(t) =











0 (t ∈ (−∞, α) ∪ (β,∞)),
σ1 (t ∈ (α, x)),
σ2 (t ∈ (x, β)).

(56)

Легко помiтити, що

K ′
x(t) = −(δ(t− x) − (σ1δ(t− α) + σ2δ(t− β))).

Звiдси та iз твердження 3 вiдразу маємо, що

f(x) − ℓ(f, x) = −
∫ β

α
f(t)(δ(t− x) − (α1δ(t− a) + α2δ(t− b))) dt.

Тобто

f(x) − ℓ(f, x) =
∫ β

α
f ′(t)Kx(t) dt. (57)
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Рiвнiсть (57) i подiбнi спiввiдношення (iнтегральнi уявлення залишкiв) ми неодно-
разово будемо використовувати надалi.

При цьому функцiю Kx(t) називають ядром iнтегрального уявлення (або просто
ядром) або (функцiєю) ядром Пєано.

Наступне твердження дає гарантованi оцiнки похибки функцiй вiд їх iнтерполяцiй-
них ламаних.

Нехай задане довiльне розбиття

∆n[a,b] = {a = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = b}

промiжку [a, b].
Тут i надалi

hi−1/2 = ti − ti−1 (i = 1, . . . , n)

та
h̄ = h̄(∆n[a,b]) = max

1≤i≤n
hi−1/2.

Через s1(f,∆n[a,b], t) позначимо ламану з вузлами в точках ti (вузлах розбиття
∆n[a,b]), яка iнтерполює функцiю f(t) у вузлах.

Теорема 11 Для будь-якої функцiї f ∈ C1
[a,b] виконується нерiвнiсть

‖f − s1(f,∆n[a,b])‖C[a,b]
≤ h̄

2
‖f ′‖C[a,b]

(58)

i для будь-якої функцiї f ∈ C2
[a,b] виконується нерiвнiсть

‖f − s1(f,∆n[a,b]))‖C[a,b]
≤ h̄2

8
‖f ′′‖C[a,b]

. (59)

Зокрема, якщо

∆0
n[a,b] =

{

a+
b− a

n
i

}n

i=0

розбиття вiдрiзка [a, b] на рiвнi частини (рiвномiрне розбиття вiдрiзка [a, b]), то
для будь-якої функцiї f ∈ C1

[a,b] виконується нерiвнiсть

‖f − s1(f,∆
0
n[a,b])‖C[a,b]

≤ b− a

2n
‖f ′‖C[a,b]

, (60)

i для будь-якої функцiї f ∈ C2
[a,b] виконується нерiвнiсть

‖f − s1(f,∆
0
n[a,b]))‖C[a,b]

≤ (b− a)2

8n2
‖f ′′‖C[a,b]

. (61)

Доведення. Насамперед, зазначимо, що з iнтегрального уявлення (57) витiкає, що

|f(x) − ℓ(f, x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∫ β

α
f ′(t)Kx(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ β

α
|f ′(t)| |Kx(t)| dt ≤

≤ max
t∈[α,β]

|f ′(t)|
∫ β

α
|Kx(t)| dt = ‖f ′‖C[α,β]

(

∫ x

α

β − x

β − α
dt+

∫ β

x

x− α

β − α
dt

)

=
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=
2(β − x)(x− α)

β − α
‖f ′‖C[α,β]

≤ β − α

2
‖f ′‖C[α,β]

.

Таким чином, якщо f ∈ C1
[α,b], тодi

|f(x) − ℓ(f, x)| ≤ β − α

2
‖f ′‖C[α,β]

. (62)

Звiдси маємо, якщо f ∈ C1
[a,b], i x ∈ [ti−1, ti] (i = 1, 2, . . . , n), то маємо

|f(x) − s1(f,∆n[a,b], x)| ≤
ti − ti−1

2
‖f ′‖C[ti−1,ti]

=
hi−1/2

2
‖f ′‖C[ti−1,ti]

≤ h̄

2
‖f ′‖C[a,b]

.

З цього спiввiдношення негайно випливає нерiвнiсть (58).
З iнтегрального уявлення (57) за допомогою iнтегрування частинами, одержуємо

f(x) − ℓ(f, x) = −
∫ β

α
f ′′(t)K∗

x(t) dt,

де

K∗
x(t) =

∫ t

α
Kx(u) du

є ламана iз двома ланками, яка приймає значення 0 у точках α та β i значення (x −
α)(x− β)/(β − α) у точцi x.

Звiдси отримуємо, що

|f(x) − ℓ(f, x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∫ β

α
f ′′(t)K∗

x(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ β

α
|f ′′(t)||K∗

x(t)| dt ≤

≤ max
t∈[α,β]

|f ′′(t)|
∫ β

α
|K∗

x(t)| dt = ‖f ′′‖C[α,β]

(β − x)(x− α)

2
≤ (β − α)2

8
‖f ′′‖C[α,β]

.

Таким чином, якщо f ∈ C2
[α,β], тодi

|f(x) − ℓ(f, x)| ≤ (β − α)2

8
‖f ′′‖C[α,β]

.

Звiдси маємо, якщо f ∈ C2
[a,b], i x ∈ [ti−1, ti] (i = 1, 2, . . . , n), то

|f(x) − s1(f,∆n[a,b], x)| ≤
(ti − ti−1)

2

8
‖f ′′‖C[ti−1,ti]

=
h2

i−1/2

8
‖f ′′‖C[ti−1,ti]

≤ h̄2

8
‖f ′′‖C[a,b]

.

Таким чином негайно випливає нерiвнiсть (59).
Рiвностi (60) i (61) вiдразу отримуємо iз рiвностей (58) i (59) зауважуючи, що для

рiвномiрного розбиття h = (b− a)/n.
Нерiвностi (58) — (61) називають гарантованими оцiнками вiдхилення функцiй вiд

їх iнтерполяцiйних ламаних у метрицi простору C (розглядають вiдхилення i в iнших
просторах) на класах C1

[a,b] i C2
[a,b] (розглядають i iншi класи).

Нерiвностi (58) — (61) є точними, тобто iснують функцiї для яких цi нерiвностi
обертаються в рiвностi.

Дiйсно, якщо
h̄ = max

1≤i≤n
hi−1/2 = hν−1/2
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i c = (tν + tν−1)/2, то для функцiї

f0(x) = |x− c|

будуть виконуватися спiввiдношення

‖f0 − s1(f,∆n[a,b])‖C[a,b]
≥ |f0(c) − s1(f,∆n[a,b])| = |tν − c| =

hν−1/2

2
=
h̄

2
=
h̄

2
‖f ′

0‖C[a,b]
.

Тобто

‖f0 − s1(f,∆n[a,b])‖C[a,b]
≥ h̄

2
‖f ′

0‖C[a,b]
.

Крiм того, якщо f1(t) = t2, то для t ∈ (ti−1, ti) виконується рiвнiсть

f1(t) − s1(f1,∆n[a,b], t) = (t− ti−1)(t− ti).

Тому
‖f1 − s1(f1,∆n[a,b], )‖C[a,b]

= max
1≤i≤n

max
t∈[ti−1,ti]

|(t− ti−1)(t− ti)| =

= max
1≤i≤n

h2
i−1/2

4
=
h̄2

4
=
h̄2

8
‖f ′′

1 ‖C[a,b]
,

тобто

‖f1 − s1(f1,∆n[a,b])‖C[a,b]
=
h̄2

8
‖f ′′

1 ‖C[a,b]
.

З останньої рiвностi i з того факту, що функцiя f1(t) = t2 має похiднi всiх порядкiв
отримуємо той факт, що ламанi не можуть дати порядок наближення функцiї краще,
нiж O(1/n2).

5.2 Асимптотично оптимальний вибiр вузлiв при наближеннi кривої ла-
маними.

Нехай s1(f,∆n[a,b], x) - iнтерполяцiйна ламана.
Тодi для x ∈ [xi−1, xi]

f(x) − s1(f,∆n[a,b], x) = f(x) −
(

−x− xi

hi−1/2
fi−1 +

x− xi−1

hi−1/2
fi

)

Не обмежуючи загальностi, можна вважати xi−1 = 0, xi = h, hi−1/2 = h i f1/2 = f(h/2),
тодi для x ∈ [0, h]

f(x) − s1(f,∆n[a,b], x) = f(x) − h− x

h
f0 −

x

h
f1 =

= f1/2 + f ′
1/2

(

x− x− h

2

)

+
1

2
f ′′

1/2

(

x− x− h

2

)2

+ · · ·

+
x− h

h



f1/2 −
h

2
f ′

1/2 +

(

h

2

)2
1

2
f ′′

1/2 + · · ·


− x

h

(

f1/2 +
h

2
f ′

1/2 +
h2

8
f ′′

1/2 + · · ·
)

=

=
1

2
f ′′

1/2x(x− h) + · · ·
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Таким чином для x ∈ [xi−1, xi]

f(x) − s1(f,∆n[a,b], x) =
1

2
f ′′

1/2x(x− h) + o(h2). (63)

Звiдси вiдразу одержуємо

‖f − s1(f,∆n[a,b])‖C[a,b] = max
i

1

2
|f ′′

i−1/2| max
x∈[xi−1,xi]

|(x− xi−1)(x− xi)| + o(h̄2) =

=
1

8
max

i
|f ′′

i−1/2|h2
i−1/2 + o(h̄2).

Згiдно теореми про середнє значення, знайдеться точка ξi ∈ [xi−1, xi] така, що:






xi
∫

xi−1

√

|f ′′(x)|dx







2

=
(

√

|f ′′(ξi)|hi−1/2

)2

= |f ′′(ξi)|h2
i−1/2,

тодi

‖f − s1(f,∆n[a,b])‖C[a,b] =
1

8
max

i
|f ′′

i−1/2|h2
i−1/2 + o(h̄2) =

=
1

8
max

i
|f ′′(ξi)|h2

i−1/2 +
1

8
max

i
|f ′′

i−1/2 − f ′′(ξi)|h2
i−1/2 + o(h̄2) =

=
1

8
max

i
|f ′′(ξi)|h2

i−1/2 +O(h̄2 max
i

|f ′′
i−1/2 − f ′′(ξi)|) =

=
1

8
max

i







xi
∫

xi−1

√

|f ′′(x)|dx







2

+O(h̄2 max
i

|f ′′
i−1/2 − f ′′(ξi)|).

Лема 2 Нехай α > 0 i Ci > 0 (i = 1, 2, . . . , n). Тодi

min

{

max{Cα
i | i = 1, 2, . . . , n}|, Ci ≥ 0,

n
∑

i=1

Ci = C
}

=
(C
n

)α

. (64)

Таким чином, у множинi векторiв C = (C1, C2, . . . , Cn) з невiд’ємними координата-
ми, що задовольняють умовi

n
∑

i=1

Ci = C, (65)

найменше значення величини max{Ci | i = 1, 2, . . . , n} досягається, коли всi Ci рiвнi
мiж собою, тобто коли

Ci = C0
i =

C
n

(i = 1, 2, . . . , n).

Нехай мiнiмум досягається в точках {C0
i }, де всi Ci рiвнi мiж собою

‖C0
i ‖ = C1 = . . . = Cm; min

1≤k≤n
Ck = C0

k = M.

Розглянемо:
C∗

1 = C0
1 − ε
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· · ·
C∗

m = C0
m − ε

C∗
m+1 = C0

m + ε
m

n−m
· · ·

C∗
n = C0

n + ε
m

n−m

Тодi при малих ε > 0:

C∗
k ≥ 0,

n
∑

k=1

C∗
k = C i min

1≤k≤n
|C∗

k | = M − ε < M,

що неможливо, тому що суперечить умовi мiнiмуму.
Тодi якщо f(x) ∈ C2

[a,b] така, що f ′′(x) обертається в ноль тiльки на скiнченнiй
множинi точок, то

‖f − s1(f,∆n[a,b])‖C[a,b] =
1

8



max
1≤k≤n

xk+1
∫

xk

√

|f ′′(x)|dx




2

+O(h̄2 max
i

|f ′′
i−1/2 − f ′′(ξi)|)

досягає мiнiмуму тiльки тодi, коли

xk+1
∫

xk

√

|f ′′(x)|dx =
1

n

b
∫

a

√

|f ′′(x)|dx, k = 1, n

m
xk
∫

a

√

|f ′′(x)|dx =
k

n

b
∫

a

√

|f ′′(x)|dx,

i маємо спiввiдношення

min
∆[a,b]

‖f − s1(f,∆n[a,b])‖C[a,b] =
1

n2





b
∫

a

√

|f ′′(x)|dx




2

(1 + o(1)).

Нехай R(f,∆n) - похибка деякого методу наближення.
Розбиття ∆0

n називається оптимальним для функцiї f i вiдстанi R, якщо

min
∆n

R(f,∆n) = R(f,∆0
n).

Послiдовнiсть розбиттiв ∆∗
n називається асимптотично оптимальною для функцiї

f i вiдстанi R, якщо

lim
n−→∞

R(f,∆0
n)

R(f,∆∗
n)

= 1,

або
R(f,∆∗

n) = R(f,∆0
n) · (1 + o(1)), n −→ ∞.

Розбиття ∆0
n = ∆0

n0(ε) називається ε-оптимальним, якщо R(f,∆0
n0(ε)) ≤ ε i для до-

вiльного ∆N такого, що R(f,∆N ) ≤ ε, буде виконуватися: N ≥ n.
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Iнфiнiтна послiдовнiсть розбиттiв ∆∗
n∗(ε) називається ε-асимптотично оптималь-

ною, якщо iснує

lim
ε−→0

n∗(ε)

n0(ε)
= 1

або
n∗(ε) = n0(ε) · (1 + o(1)), ε → 0.

Розглянемо приклад

δk =

yk+1
∫

yk

(y2 − s1(y
2,∆{yk}, y))dy =

yk+1
∫

yk

(y − yk)(yk+1 − y)dy.

зробивши замiну змiнних, одержуємо

δk = h3
k+1/2

1
∫

0

t(1 − t)dt =
1

6
h3

k+1/2.

Звiдси отримуємо

δ =
1

2

n
∑

k=1

h3
k+1/2 −→ min =⇒

n
∑

k=1

hk+1/2 =
√

2

δmin =
n

6

(√
2

n

)3

=

√
2

3n2

5.3 Кусково-параболiчна iнтерполяцiя.

З вигляду iнтерполяцiйної формули Ньютона (40) видно, що парабола, яка приймає
в точках −1, 0 i 1 значення f−1, f0 i f1, вiдповiдно, має вигляд

1

2
f−1x(x− 1) + f0(1 − x2) +

1

2
f1x(1 + x).

Отже, парабола, що iнтерполює в точках xi, xi+1/2 i xi+1 значення функцiї f(x) буде
мати вигляд

1

2
fiτ(τ − 1) + fi+1/2(1 − τ 2) +

1

2
fi+1τ(1 + τ), (66)

де

τ = 2
x− xi+1/2

hi+1/2

, hi+1/2 = xi+1 − xi, xi+1/2 =
xi+1 + xi

2
.

Функцiя, яка на кожному промiжку [xi, xi+1] має вигляд (66) є iнтерполяцiйним
сплайном s2,2(f,∆n, x) порядку 2 дефекту 2.

Як i в попередньому випадку, знайдемо рiвномiрну похибку наближення даної фун-
кцiї f(x) сплайнами s2,2(f,∆n, x).

Будемо вважати, що функцiя f(x) має четверту неперервну похiдну на промiжку
[a, b].

Використовуючи формулу Тейлора для функцiї f(x) в околi точки xi+1/2,

f(x) = fi+1/2 + f ′
i+1/2

1

2
hi+1/2τ +

1

2
f ′′

i+1/2

(

1

2
hi+1/2τ

)2

+
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+
1

3!
f ′′′

i+1/2

(

1

2
hi+1/2τ

)3

+
1

4!
f (4)(ξi+1/2)

(

1

2
hi+1/2τ

)4

i, вiдповiдно, розклад згiдно формули Тейлора для fi i fi+1, одержуємо

f(x) − s2,2(f,∆n, x) =
1

24
h3

i+1/2f
′′′
i+1/2τ

(

τ 2 − 1
)

+ C(f)h4
i+1/2. (67)

Розглянемо задачу
Ψ(τ) = τ

(

τ 2 − 1
)

→ extr (τ ∈ [−1, 1]).

Знайдемо критичнi точки похiдної вiд функцiї Ψ(τ):

Ψ′(τ) = 3τ 2 − 1 = 0,

тодi τ1 = 1/
√

3 i τ2 = −1/
√

3.
Залишається знайти значення функцiї Ψ на границi областi i у критичних точках

Ψ(1) = Ψ(−1) = 0, Ψ

(√
3

3

)

= −2
√

3

9
, Ψ

(

−
√

3

3

)

=
2
√

3

9
.

Таким чином,

‖f − s2,2(f,∆n)‖C [xi,xi+1] =

√
3

108
h3

i+1/2|f ′′′
i+1/2| + C(f)h4

i+1/2,

i, аналогiчно попередньому, встановлюємо вiрнiсть рiвностi

‖f − s2,2(f,∆n)‖C [a,b] =

√
3

108
max

i=0,...,n−1

(

h3
i+1/2|f ′′′

i+1/2| + C(f)h4
i+1/2

)

=

=

√
3

108
max

i=0,...,n−1

(

(∫ xi+1

xi

3

√

|f ′′′(x)|dx
)3

+ C∗(f)h4
i+1/2

)

. (68)

Звiдси i iз леми 2 одержуємо, що, якщо функцiя f(x) така, що f ′′′(x) обертається в
нуль лише в скiнченному числi точок, то похибка наближення функцiї f(x) сплайнами
s2,2(f,∆n) буде найменшою для розбиття ∆0

n з вузлами, якi вибираються iз умов

∫ x0
i+1

x0
i

3

√

|f ′′′(x)|dx =
1

n

∫ b

a

3

√

|f ′′′(x)|dx, (69)

i, при цьому,

min
∆n

‖f(x) − s2,2(f,∆n)‖C [a,b] =

√
3

108n3

(

∫ b

a

3

√

|f ′′′(x)|dx
)3

+
C(f)

n4
.

Побудованi параболiчнi сплайни не є гладкими, що iстотно погiршує їхнї характе-
ристики. Подальшi нашi мiркування стосуються параболiчних сплайнiв мiнiмального
дефекту, тобто неперервно диференцiйованих кусково-параболiчних функцiй.

Розглянемо функцiю s2(f,∆n, x), яка на промiжку [xi, xi+1] записана у такий спосiб

s2(f,∆n, x) =
1

2
miτ(τ − 1) + fi+1/2(1 − τ 2) +

1

2
mi+1τ(1 + τ), (70)
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де числа mi = s2(f,∆n, xi) визначаються з умови неперервностi похiдної s′2(f,∆n, x),
тобто

s′2(f,∆n, xi − 0) = s′2(f,∆n, xi + 0) (i = 1, 2, . . . , n− 1). (71)

З (70) вiдразу одержуємо

s′2(f,∆n, x) =
1

hi+1/2

mi(2τ − 1) − 4

hi+1/2

fi+1/2τ +
1

hi+1/2

mi+1(1 + 2τ),

отже,

s′2(f,∆n, xi − 0) = − 3

hi+1/2

mi +
4

hi+1/2

fi+1/2 −
1

hi+1/2

mi+1,

s′2(f,∆n, xi + 0) =
1

hi−1/2

mi−1 −
4

hi−1/2

fi−1/2 +
3

hi−1/2

mi.

Звiдси та з умови (71) одержуємо систему n − 1 лiнiйних рiвнянь для отримання
значень mi:

1

hi−1/2

mi−1 −
4

hi−1/2

fi−1/2 +
3

hi−1/2

mi =

= − 3

hi+1/2

mi +
4

hi+1/2

fi+1/2 −
1

hi+1/2

mi+1

(i = 1, 2, . . . , n− 1),

або, що те ж саме

1

hi−1/2

mi−1 +

(

3

hi−1/2

+
3

hi+1/2

)

mi +
1

hi+1/2

mi+1 =
4

hi−1/2

fi−1/2 +
4

hi+1/2

fi+1/2,

(i = 1, 2, . . . , n− 1).

Помноживши обидвi частини i-го рiвняння системи на hi+1/2hi−1/2(hi+1/2 + hi−1/2)
−1,

одержуємо наступну систему






m0 = σ0,
λimi−1 + 3mi + µimi+1 = σi (i = 1, 2, . . . , n− 1),
mn = σn,

(72)

де

λi =
hi+1/2

hi+1/2 + hi−1/2
, µi =

hi−1/2

hi+1/2 + hi−1/2
, ( λi + µi = 1),

σ0 = f(a), σn = f(b), σi = 4µifi+1/2 + 4λifi−1/2 (i = 1, 2, . . . , n− 1).

Матриця системи (72)




















1 0 0 0 0 · · · 0 0
λ1 3 µ1 0 0 · · · 0 0
0 λ2 3 µ2 0 · · · 0 0
0 0 λ3 3 µ3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 0 · · · 0 1




















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має дiагональну перевагу, тому для визначення чисел mi можна використовувати
алгоритм монотонного прогону.

З’ясуємо тепер мiру похибки рiвномiрного наближення функцiї iнтерполяцiйним
параболiчним сплайном мiнiмального дефекту.

Покладемо
ci = mi − fi (i = 0, 1, . . . , n),

тодi система (72) перепишеться у виглядi






c0 = δ0,
λici−1 + 3ci + µici+1 = δi, (i = 1, 2, . . . , n− 1),
cn = δn,

де
δi = σi − λifi−1 − 3fi − µifi+1 (i = 1, 2, . . . , n− 1)

i δ0 = δn = 0.
Якщо функцiя f має четверту неперервну похiдну, то використовуючи формулу

Тейлора для функцiї f(x) в околi точки xi, одержуємо

δi =
hi+1/2hi−1/2

12(hi+1/2 + hi−1/2)

(

|f ′′′
i |(h2

i+1/2 − h2
i−1/2) + C(f)(h3

i+1/2 + h3
i−1/2)

)

,

i, отже,

|ci| ≤
1

2
max

i=1,2,...,n−1
δi ≤ max

i=1,2,...,n−1

hi+1/2hi−1/2

12(hi+1/2 + hi−1/2)
|f ′′′

i |(h2
i+1/2 − h2

i−1/2). (73)

Розглянемо похибку наближення функцiї f(x) сплайном s2(f,∆n, x):

|f(x) − s2(f,∆n, x)| = |f(x) − s2,2(f,∆n, x) + s2,2(f,∆n, x) − s2(f,∆n, x)|.

Використовуючи нерiвнiсть трикутника, одержуємо

|f(x) − s2,2(f,∆n, x)| − |s2,2(f,∆n, x) − s2(f,∆n, x)| ≤ |f(x) − s2(f,∆n, x)| ≤

≤ |f(x) − s2,2(f,∆n, x)| + |s2,2(f,∆n, x) − s2(f,∆n, x)|.
Крiм того, з (66), (70) i (73) маємо для x ∈ [xi, xi+1]

s2(f,∆n, x) − s2,2(f,∆n, x) =
1

2
ciτ(τ − 1) +

1

2
ci+1τ(1 + τ) =

= C̃ih
2 max

i=1,2,...,n−1
(h2

i+3/2 − h2
i−1/2),

де C̃i деяка стала, залежна вiд функцiї.
Таким чином, з огляду на рiвнiсть (68), одержуємо вигляд похибки апроксимацiї

функцiї параболiчними сплайнами мiнiмального дефекту

‖f − s2,1(f,∆n)‖C [a,b] =

√
3

108
max

i=0,...,n−1

(

h3
i+1/2|f ′′′

i+1/2| + C̃(f)h2
i+1/2|h2

i+1/2 − h2
i−1/2|

)

=

=

√
3

108
max

i=0,...,n−1

(

(∫ xi+1

xi

3
√

|f ′′′(x)|dx
)3

+ C̄(f)h2
i+1/2|h2

i+1/2 − h2
i−1/2|

)

. (74)
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Нехай функцiя f(x) така, що f ′′′(x) неперервна та обертається в нуль лише в скiн-
ченному числi точок. Виберемо вузли сплайну iз умов (69), тобто

∫ x0
i+1

x0
i

3

√

|f ′′′(x)|dx =
1

n
A,

де

A =
∫ b

a

3

√

|f ′′′(x)|dx.

Тодi згiдно теореми про середнє значення знайдеться точка ξi+1/2 ∈ [x0
i , x

0
i+1] така, що

∫ x0
i+1

x0
i

3

√

|f ′′′(x)|dx = h0
i+1/2

3

√

∣

∣

∣f ′′′(ξi+1/2)
∣

∣

∣,

тобто

h0
i+1/2 =

A

n 3

√

∣

∣

∣f ′′′(ξi+1/2)
∣

∣

∣

= O
(

1

n

)

,

де h0
i+1/2 = x0

i+1 − x0
i .

Окрiм цього,

∣

∣

∣h0
i+1/2 − h0

i−1/2

∣

∣

∣ =
A

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

3

√

∣

∣

∣f ′′′(ξi+1/2)
∣

∣

∣

− 1

3

√

∣

∣

∣f ′′′(ξi−1/2)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
A

n 3

√

∣

∣

∣f ′′′(ξi+1/2)
∣

∣

∣

3

√

∣

∣

∣f ′′′(ξi−1/2)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3

√

∣

∣

∣f ′′′(ξi+1/2)
∣

∣

∣− 3

√

∣

∣

∣f ′′′(ξi−1/2)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= O
(

1

n2

)

.

Таким чином маємо

min
∆n

‖f(x) − s2,1(f,∆n)‖C [a,b] =

√
3

108n3

(

∫ b

a

3
√

|f ′′′(x)|dx
)3

+
C(f)

n4
.

5.4 Кубiчнi сплайни.

Незважаючи на те, що ми придiлили параболiчним сплайнам так багато уваги, най-
бiльш зручними i часто використовуваними сплайнами є не параболiчнi, а кубiчнi
сплайни. На це є багато причин, зокрема, при тих же обчислювальних витратах, ку-
бiчнi сплайни точнiше описують функцiю та мають деякi унiкальнi властивостi, якi
властивi лише їм.

Розглянемо наступну допомiжну задачу: побудувати кубiчну параболу, яка при-
ймає в точках 1 та −1 значення f1 i f−1 таку, що її похiдна в цих точках дорiвнює f ′

1

i f ′
−1 вiдповiдно, тобто функцiю

s(x) = ax3 + bx2 + cx+ d

таку, що
s(1) = f1, s(−1) = f−1, s

′(1) = f ′
1, s

′(−1) = f ′
−1.
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Розв’язок цiєї задачi зводиться до системи


















a+ b+ c+ d = f1,
−a + b− c+ d = f−1,
3a+ 2b+ c = f ′

1,
3a− 2b+ c = f ′

−1.

Вирiшуючи її, одержимо параболу вигляду:

s(x) =
f−1

4
(1 − x)2(2 + x) +

f1

4
(1 + x)2(2 − x)+

+
f ′
−1

4
(1 − x)2(1 + x) − f ′

1

4
(1 + x)2(1 − x).

Отже, кубiчна парабола, яка iнтерполює в точках xi i xi+1 значення функцiї f(x), а її
похiдна в цих же точках iнтерполює значення f ′(x) буде мати вигляд

fi

4
(1 − τ)2(2 + τ) +

fi+1

4
(1 + τ)2(2 − τ)+ (75)

+
hi+1/2

8

(

f ′
i(1 − τ)2(1 + τ) − f ′

i+1(1 + τ)2(1 − τ)
)

.

Функцiя, яка на кожному промiжку [xi, xi+1] має вигляд (75) є iнтерполяцiйним
сплайном s3,2(f,∆n, x) порядку 3 дефекту 2 (iнша назва таких сплайнiв – ермитовi
сплайни).

Використовуючи тi ж мiркування, що й при одержаннi похибки наближення фун-
кцiї сплайнами s2,2(f,∆n), для функцiї f(x) з неперервною четвертою похiдною, одер-
жимо

‖f − s3,2(f,∆n)‖C [a,b] =
1

384
max

i=0,...,n−1

(

h4
i+1/2|f (4)

i+1/2| + C(f)h5
i+1/2

)

.

Надалi розглянемо iнтерполяцiйний кубiчний сплайн мiнiмального дефекту
s3(f,∆n, x). Це функцiя, неперервна на промiжку [a, b] разом зi своїми двома похi-
дними, така, що виконуються наступнi iнтерполяцiйнi умови:

s′3(f,∆n, a) = f ′
0,

s3(f,∆n, xi) = fi, (i = 0, 1, 2, . . . , n),
s′3(f,∆n, b) = f ′

n.

Неважко бачити, що для x ∈ [xi, xi+1] iнтерполяцiйний кубiчний сплайн мiнiмаль-
ного дефекту має вигляд

s3(f,∆n, x) =
fi

4
(1 − τ)2(2 + τ) +

fi+1

4
(1 + τ)2(2 − τ)+ (76)

+
hi+1/2

8

(

mi(1 − τ)2(1 + τ) −mi+1(1 + τ)2(1 − τ)
)

,

де числа mi i = 0, 1, . . . , n вибираються з умови неперервностi другої похiдної функцiї
s3(f,∆n, x) (зрозумiло, що функцiя вигляду (76) неперервна i має неперервну похiдну
на [a, b] при будь-яких числах fi, mi, де i = 0, 1, . . . , n).
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Випишемо цю умову. Насамперед вiдзначимо, що

s′′3(f,∆n, x) =
6τ

h2
i+1/2

(fi − fi+1) +
1

hi+1/2

((3τ − 1)mi + (3τ − 1)mi+1),

i умова
s′′3(f,∆n, xi − 0) = s′′3(f,∆n, xi + 0)

запишеться у виглядi

6

h2
i−1/2

(fi−1 − fi) +
2

hi−1/2
(2mi +mi−1) =

=
6

h2
i+1/2

(fi − fi+1) −
2

hi+1/2

(2mi +mi+1).

Таким чином, якщо iнтерполюються значення похiдної функцiї на кiнцях промiжку,
то значення mi, необхiднi для побудови сплайна, являють собою розв’язок системи







m0 = δ0,
λimi−1 + 2mi + µimi+1 = δi (i = 1, 2, . . . , n− 1),
mn = δn,

(77)

де

λi =
hi+1/2

hi+1/2 + hi−1/2

, µi =
hi−1/2

hi+1/2 + hi−1/2

,

δ0 = f ′(a), δn = f ′(b), δi = 3

(

µi
fi+1 − fi

hi+1/2

+ λi
fi − fi−1

hi−1/2

)

(i = 1, 2, . . . , n− 1).

Матриця системи (77)




















1 0 0 0 0 · · · 0 0
λ1 2 µ1 0 0 · · · 0 0
0 λ2 2 µ2 0 · · · 0 0
0 0 λ3 2 µ3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 0 · · · 0 1





















має дiагональну перевагу, тому для визначення чисел mi можна використовувати
алгоритм монотонного прогону.

Вид сплайну iстотно залежить вiд граничних умов. Ми розглянули випадок iн-
терполяцiї значень похiдної функцiї, iншим важливим випадком є перiодичнi умови
(тобто шуканий сплайн є (b − a) - перiодичною функцiєю). Використовуючи умови
f0 = fn, fn+1 = f1, m0 = mn, mn+1 = m1, одержуємо систему







2m1 + µ1m2 + λ1mn = δ1,
λimi−1 + 2mi + µimi+1 = δi, (i = 1, 2, . . . , n− 1),
µnm1 + λimn−1 + 2mn = δn.

(78)

Не вдаючись у деталi, вiдзначимо, що якщо функцiя f(x) має п’ять неперервних
похiдних на [a, b], тодi для x ∈ [xi, xi+1] при

max
i
hi+1/2 → 0
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та при n→ ∞ рiвномiрно по x i по i виконуються спiввiдношення

f(x) − s3(f,∆n, x) =
h4

i+1/2

24
((1 − τ)τ)2f (4)(x) +O(h5

i+1/2),

f ′(x) − s′3(f,∆n, x) =
h3

i+1/2

12
τ(1 − τ)(2τ − 1)f (4)(x) +O(h4

i+1/2),

f ′′(x) − s′′3(f,∆n, x) =
h2

i+1/2

12
(1 − 6τ + 6τ 2)f (4)(x) +O(h3

i+1/2).

Усюди тут
τ = (x− xi)/hi+1/2. (79)

Використовуючи пiдхiд, який наведено в минулому параграфi, можна отримати
розв’язок задачi побудови асимптотично оптимального розбиття для кубiчних сплай-
нiв.

5.5 B-сплайни.

У цьому параграфi ми розглянемо вигляд сплайнiв, на основi яких, як iз кубикiв,
можна будувати рiзнi вигляди сплайнiв, якi необхiднi для розв’язку рiзних задач.

Позначимо

B0,h(x) =











1 (|t| < h/2),

0 (|t| ≥ h/2).

Функцiю Br,h(x) уведемо за допомогою рекурентних спiввiдношень, використову-
ючi функцiї Стєклова

Br,h(x) = (Br−1,h, t)h =
1

h

∫ x+h/2

x−h/2
Br−1,h(x)dx (r = 1, 2, . . .).

Цю функцiю назвемо нормалiзованим B -сплайном по рiвномiрному розбиттю або
просто В -сплайном.

Вiдзначимо деякi властивостi В -сплайнiв необхiднi нам надалi.
Насамперед зауважимо, що В -сплайн порядку r має своїм носiєм (замикання мно-

жини, де вiн вiдмiнний вiд нуля) промiжок

dr =
[

−r + 1

2
h,
r + 1

2
h
]

,

тобто Br,h(x) 6= 0 усерединi вiдрiзку dr.
З вигляду B0,h маємо, що

∫ ∞

−∞
Br,h(x)dt =

∫

dr

Br,h(x)dt = h. (80)

У колi дослiджуваних нами задач будуть використовуватися сплайни порядку 2 i 3,
тобто кубiчнi та параболiчнi сплайни, тому придiлимо увагу саме таким В -сплайнам.

Насамперед зазначимо (це легко одержати безпосередньо з визначення В -
сплайнiв), що
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B3,h(x) =
1

48



































































(4 − 2t/h)3 (t ∈ [h, 2h]),

3 (2t/h)3 − 12 (2t/h)2 + 32 (t ∈ [0, h]),

−3 (2t/h)3 − 12 (2t/h)2 + 32 (t ∈ [−h, 0]),

(4 + 2t/h)3 (t ∈ [−2h,−h]),

0 (|t| ≥ 2h),

i графiк B3,h(x) має вигляд

0 h 2h

- t

−h−2h

2/3

Рисунок 1: Кубiчний В-сплайн.

Звiдси маємо, що

B′
3,h(x) =

1

48h



































































−6 (4 − 2t/h)2 (t ∈ [h, 2h]),

18 (2t/h)2 − 48 (2t/h) (t ∈ [0, h]),

−18 (2t/h)2 − 48 (2t/h) (t ∈ [−h, 0]),

6 (4 + 2t/h)2 (t ∈ [−2h,−h]),

0 (|t| ≥ 2h),

На графiку це буде виглядати в такий спосiб:

0 h 2h
- t

−h−2h

Рисунок 2: Перша похiдна кубiчного В-сплайну.
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Крiм того,

B′′
3,h(x) =

1

48h2































































24 (4 − 2t/h) (t ∈ [h, 2h]),

144t/h− 96 (t ∈ [0, h]),

−144t/h− 96 (t ∈ [−h, 0]),

24 (4 + 2t/h) (t ∈ [−2h,−h]),

0 (|t| ≥ 2h),
що виглядає так:

0 h 2h
- t

−h−2h

Рисунок 3: Друга похiдна кубiчного В-сплайну.

Крiм того

B′′′
3,h(x) =

1

48h3































































−48 (t ∈ [h, 2h]),

144 (t ∈ [0, h]),

−144 (t ∈ [−h, 0]),

48 (t ∈ [−2h,−h]),

0 (|t| ≥ 2h).

i графiчно:

0 h 2h

48/h3

144/h3

- t
−h−2h

Рисунок 4: Третя похiдна кубiчного В-сплайну.

Наведемо деякi кориснi спiввiдношення кубiчного В - сплайну

B3,h(0) =
2

3
, (81)
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B3,h

(

±h
2

)

=
23

48
, (82)

B3,h(±h) =
1

6
, (83)

B3,h

(

±3h

2

)

=
1

48
, (84)

B3,h

(

±kh
2

)

= 0 (|k| > 3) , (85)

1

h

∫ h/2

−h/2
B3,h(x)dt =

230

384
, (86)

1

h

∫ (±1+1/2)h

(±1−1/2)h
B3,h(x)dt =

76

384
, (87)

1

h

∫ (±2+1/2)h

(±2−1/2)h
B3,h(x)dt =

1

384
, (88)

1

h

∫ (k+1/2)h

(k−1/2)h
B3,h(x)dt = 0 (|k| > 2). (89)

5.6 Кубiчнi сплайни мiнiмального дефекту.

Зрозумiло, що множина кубiчних сплайнiв мiнiмального дефекту з рiвномiрною ре-
шiткою – це множина всiх функцiй вигляду

s3,h(x) =
∞
∑

i=−∞

ciB3,h(t− ih). (90)

Зрозумiло, що для будь-яких чисел ci звуження сплайнiв (90) на вiдрiзок [0, T ]
(де T = nh) є сплайном. Крiм того, при будь-якому конкретному t ∈ (ih, (i + 1)h) у
спiввiдношеннi (90) використовується лише чотири доданки. Це дозволяє для t ∈ [0, T ]
записати сплайни (90) у виглядi:

s3,h(x) =
n+1
∑

i=−1

ciB3,h(t− ih). (91)

Записи такого роду будемо називати уявленням сплайнiв за допомогою В -сплайнiв.
Для t ∈ [ih, (i+ 1)h]

s3(x) = s3,h(x) = ci−1B3,h(t− (i− 1)h) + ciB3,h(t− ih)+ (92)

+ci+1B3,h(t− (i+ 1)h) + ci+2B3,h(t− (i+ 2)h).

Форма запису (92) не завжди зручна для практики. При t ∈ [ih, (i + 1)h] можна
використовувати iншу форму запису:

s3(x) =
1

6
(ci+1 + 4ci + ci−1) +

1

2h
(ci+1 − ci−1)(t− ih)+
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+
1

2h2
(ci+1 − 2ci + ci−1)(t− ih)2 +

∆2(ci+1 − ci)

6h3
(t− ih)3. (93)

З спiввiдношення (92) i властивостей кубiчних В-сплайнiв, одержуємо значення
сплайна i його похiдних у вузлах:

s3(ih) =
ci+1 + 4ci + ci−1

6
, (94)

s′3(ih) =
ci+1 − ci−1

2h
, (95)

s′′3(ih) =
ci+1 − 2ci + ci−1

h2
, (96)

s
(3)
3 (ih) =

ci+2 − 3ci+1 + 3ci − ci−1

h3
=

∆2(ci+1 − ci)

h3
. (97)

Звiдси i iз формули Тейлора в точцi ih витiкає, що кубiчний многочлен, який за-
довольняє таким умовам, iснує, єдиний i для t ∈ [ih, (i+ 1)h] має вигляд:

s3(x) = s3(ih) + s′3(ih)(t− ih) +
1

2!
s′′3(ih)(t− ih)2+ (98)

+
1

3!
s′′′3 (ih)(t− ih)3 =

ci+1 + 4ci + ci−1

6
+
ci+1 − ci−1

2h
(t− ih)+

+
ci+1 − 2ci + ci−1

2!h2
(t− ih)2 +

∆2(ci+1 − ci)

3!h3
(t− ih)3.

У деяких випадках бiльш зручним є використання запис сплайну s3(x) на промiжку
[ih, (i+ 1)h] через значення в точках (i+ 1/2)h:

s3(x) =
ci+1 + ci

48
+

23

24

(

ci+1 + ci
2

)

+ (99)

+
[

(ci+1 − ci) +
1

8
∆2(ci+1 − ci)

] (

t

h
− i− 1

2

)

+

+
1

2

[

ci+2 − ci+1

2
− ci − ci−1

2

] (

t

h
− i− 1

2

)2

+
1

6
∆2(ci+1 − ci)

(

t

h
− i− 1

2

)3

.

Коефiцiєнти ci iнтерполяцiйних сплайнiв можна знайти з умов iнтерполяцiї: з рiв-
ностi (94) треба, якщо сплайн s3(x) iнтерполює функцiю f(x) у точках ih, то

s3(ih) =
ci+1 + 4ci + ci−1

6
= fi (i = 1, 2, . . . , n).
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b

b

b

b

M1 = Mn+1

Mn

M2

M3

b

b

b

b

σ1

σ2

σ3

Для перiодичної функцiї треба врахувати, що c−1 = cn−1 , c0 = cn i c1 = cn+1 маємо


















































































4c0 + c1 + cn−1 = 6f0,

c0 + 4c1 + c2 = 6f1,

c1 + 4c2 + c3 = 6f2,

..........................................

cn−3 + 4cn−2 + cn−1 = 6fn−2,

c0 + cn−2 + 4cn−1 = 6fn−1

. (100)

Матриця цiєї системи має дiагональну перевагу i, отже, система має один i тiльки
один розв’язок. Це розв’язок легко знайти за допомогою однiєї з рiзновидiв алгоритму
прогону.

5.7 Опис кривих сплайнами.

Важливим застосуванням сплайнiв є використання їх при описi плоских i просторових
кривих.

У випадку, коли вiдомi точкиMi = (xi, yi) (i = 0, 1, . . . , n) кривої Γ, можна одержати
опис цiєї кривої через iнтерполяцiйнi сплайни мiнiмального дефекту. Для простоти
розглянемо замкнену криву.

Нехай x = {xi}n
i=1 i y = {yi}n

i=1 вiдповiдно.
У зв’язку з тим, що точки описують замкнену криву, то Mn+1 = M1.
Через

σi+1/2 =
√

(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 (i = 0, 1, . . . , n− 1) (101)

позначимо довжину вiдрiзка прямої, що з’єднує точки Mi i Mi+1.
Покладемо

t0 = 0, t1 = σ1/2, t2 = σ1/2 + σ3/2, t3 = σ1/2 + σ3/2 + σ5/2, . . . , (102)

tn = σ1/2 + ...+ σn−1/2.
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Iнтерполяцiйним параметричним замкнутим кубiчним сплайном по розбиттю ∆n =
{ti}n

i=0 будемо називати функцiю

s3(Γ,∆n, t) = (s3(x,∆n, t), s3(y,∆n, t)), (103)

де s3(x,∆n) i s3(y,∆n) – перiодичнi сплайни, що задовольняють iнтерполяцiйним
умовам:

s3(x,∆n, ti) = xi (i = 0, 1, 2, . . . , n), (104)

s3(y,∆n, ti) = yi (i = 0, 1, 2, . . . , n). (105)

Алгоритм визначення коефiцiєнтiв перiодичних сплайнiв s3(x,∆n, ti) i s3(y,∆n, ti)
наведений ранiше.

6 Чисельне диференцiювання i iнтегрування.

Методи чисельного диференцiювання i iнтегрування заснованi на тому, що якщо для
x ∈ [a, b]

f(x) ≈ s(x),

то
f ′(x) ≈ s′(x)

та
∫ b

a
f(x) dx ≈

∫ b

a
s(x) dx.

Використовуючи викладенi ранiше матерiали, одержимо формули чисельного дифе-
ренцiювання та iнтегрування функцiй.

Споконвiчно найпростiшою квадратурною формулою (формулою наближеного об-
числення iнтегралiв) є формула прямокутникiв. У цьому випадку на кожному про-
мiжку [xi, xi+1] в якостi даної функцiї беруть сталу, яка дорiвнює одному значенню
цiєї функцiї. Це може бути f(xi), f(xi+1), f(xi+1/2) або будь-яке iнше значення.

Прикладом квадратурної формули прямокутникiв може бути наступне спiввiдно-
шення:

∫ b

a
f(x)dx ≈

n−1
∑

i=0

hi+1/2fi+1/2.

Зокрема, якщо всi вiдрiзки рiвнi мiж собою

hi+1/2 =
b− a

n
,

то квадратурна формула прямокутникiв має дуже простий вигляд

∫ b

a
f(x)dx ≈ b− a

n

n−1
∑

i=0

fi+1/2.

Аналогiчно, найпростiшою формулою наближеного обчислення похiдної буде

f ′(x) ≈ fi+1 − fi

hi+1/2

, (x ∈ [xi, xi+1]),
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породжена кусково-сталою функцiєю, яка iнтерполює значення функцiї у вузлах, або

f ′(x) ≈ 2
fi+1/2 − fi−1/2

hi+1/2 + hi−1/2
, (x ∈ [xi−1/2, xi+1/2])

породжена кусково-сталою функцiєю, яка iнтерполює значення функцiї в точках
xi+1/2.

6.1 Чисельне диференцiювання.

Розглянемо задачу наближеного обчислення похiдної. Найпростiша формула набли-
женого обчислення похiдної виходить прямо з визначення похiдної

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h) − f(x− h)

2h
.

Звiдси вiдразу одержуємо найбiльш часто використовуваний (хоча далеко не єдиний)
метод наближеного обчислення похiдної

f ′(x) ≈ f ′
h(x) =

f(x+ h) − f(x− h)

2h
(106)

— метод центральних рiзниць.
Як правило, при використаннi центральних рiзниць крок розбиття вибирається вiд

10−3 до 10−4. Чи є цей вибiр випадковим? Здавалося б, iз (106) витiкає, що чим менше
значення h, тим вище точнiсть обчислення похiдної. Однак на практицi цей постулат
є невiрним. Наприклад, якщо похибка обчислення дорiвнює 10−9 i величина кроку h
вибирається порядку 10−10, то похибка обчислення похiдної вiдповiдно до формули
(106), буде дорiвнювати 10−91010 = 10. Таким чином, вибирати крок h занадто малим
не доцiльно. Уточнимо, що мається на увазi пiд "занадто малим".

Розглянемо наступну задачу: у яких рамках варто вибрати крок h, щоб якнайто-
чнiше обчислити похiдну f ′(x)?

Використовуючи формулу Тейлора

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h +
1

2
f ′′(x)h2 +

1

3!
f ′′′(x)h3 + . . .

i

f(x− h) = f(x) − f ′(x)h +
1

2
f ′′(x)h2 − 1

3!
f ′′′(x)h3 + . . . ,

одержуємо

f ′
h(x) =

f(x+ h) − f(x− h)

2h
= f ′(x) +

1

3!
f ′′′(x)h2 + . . . . (107)

Звiдси маємо, що

|f ′(x) − f ′
h(x)| =

1

3!
|f ′′′(x)|h2 + . . . (108)

Нехай задана не функцiя f(x), а її наближене (з точнiстю до ε) значення f̃(x), тодi
в реальнiй ситуацiї ми маємо не f ′

h(x), а f̃ ′
h(x). Тодi помилка обчислення похiдної по

формулi (106) буде оцiнюватися в такий спосiб:

∣

∣

∣f ′(x) − f̃ ′
h(x)

∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

f ′(x) − f̃(x+ h) − f̃(x− h)

2h

∣

∣

∣

∣

∣

≤
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≤
∣

∣

∣

∣

∣

f ′(x) − f(x+ h) − f(x− h)

2h

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

f(x+ h) − f(x− h)

2h
− f̃(x+ h) − f̃(x− h)

2h

∣

∣

∣

∣

∣

=

= |f ′(x) − f ′
h(x)| +

1

2h

∣

∣

∣f(x+ h) − f̃(x+ h) − f(x− h) + f̃(x− h)
∣

∣

∣ .

Звiдси, з (108), i того, що |f(x) − f̃(x)| ≤ ε вiдразу одержуємо

∣

∣

∣f ′(x) − f̃ ′
h(x)

∣

∣

∣ ≤ 1

3!
|f ′′′(x)|h2 +

ε

h
+O(h3).

Зневажаючи величиною O(h3), одержуємо, що задача найбiльш точного обчислення
похiдної звелася до мiнiмiзацiї по h величини

Ψ(h) =
1

3!
|f ′′′(x)|h2 +

ε

h
.

Ця задача легко вирiшується традицiйними методами математичного аналiзу.
Обчислюючи похiдну по h, одержуємо

dΨ

d h
=

1

3
|f ′′′(x)|h− ε

h2
=

|f ′′′(x)|h3 − 3ε

3h2
,

i критичними точками будуть h = 0 i

h = 3

√

3ε

|f ′′′(x)| .

Неважко переконатися в тому, що мiнiмум досягається при останньму значеннi h i

min
h

Ψ(h) = Ψ

(

3

√

3ε

|f ′′′(x)|

)

=
3
√

9

2
3

√

ε2|f ′′′(x)|.

Бiльш того, можна показати, що в (109) має мiсце рiвнiсть, тобто

inf
h

sup
f̃ :‖f−f̃‖≤ε

sup
f∈W 3

∞

|f ′(x) − f̃ ′
h| =

3
√

9

2
3

√

ε2|f ′′′(x)|. (109)

Природно, що на практицi величина третьої похiдної не вiдома, але нам потрiбна
не ця величина, а її порядок. В обчислювальнiй практицi можна вважати, що третя
похiдна лежить в границях вiд одиницi до тисячi. Виходячи з точностi, яка досягається
на комп’ютерi, одержуємо, що величина кроку повинна лежати в межах

10−4 < h < 10−3.

У такий спосiб переконуємося, що рекомендацiї з вибору кроку не випадковi.

6.2 Рiшення задачi чисельного диференцiювання на класi W r
∞ (r = 2, 3).

У цьому параграфi ми розглянемо точну постановку задачi про вибiр кроку при чи-
сельному диференцiюваннi на класi W r

∞(r = 2, 3).
Нехай заданий клас функцiй M i L — множина лiнiйних операторiв дiючих з

C(−∞,∞) в C(−∞,∞) (наприклад, вигляду (106)).
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Величину
E (f, A) = ‖f ′ − A(f)‖

будемо називати похибкою вiдновлення похiдної оператором A, величину

E (M , A) = sup
f∈M

E (f, A)

— похибкою вiдновлення похiдної оператором A на класi M , а

E (M ,L ) = inf
A∈L

E (M , A)

похибкою найкращого методу вiдновлення похiдної оператором з L на класi M .
Для функцiй f(x) ∈ M через F (M , ε) позначимо множину всiх функцiй f̃(x) ви-

гляду
f̃(x) = f(x) + σ(x),

де ‖σ‖C ≤ ε.
Завдання полягає в тiм, щоб вибрати оператор A ∈ L такий, що

E (F (M , ε),A ) = E (F (M , ε),L ).

Розглянемо конкретизацiю цiєї задачi для операторiв вигляду (106) i r = 2, 3. Зна-
йдемо величину

inf
h

sup
{

‖f ′ − f̃ ′
h‖C |f ∈W r

∞, ‖f − f̃‖ ≤ ε
}

.

Розглядаючи задачу про чисельне обчислення похiдної ми допустили деяку не-
точнiсть — зневажили величиною O(h3). У даному параграфi ми проведемо бiльш
акуратнi викладки. Використовуючи iнтегрування частинами, неважко переконатися
в вiрностi спiввiдношення

f ′(x) − f ′
h(x) = −

∫ x+h

x−h
Kh,2(t)y

′′(t)dt =
∫ x+h

x−h
Kh,3(t)y

′′′(t)dt,

де

Kh,2(t) =























1

2h
(t− x+ h), (t ∈ (x− h, x)),

1

2h
(t− x− h), (t ∈ (x, x+ h)),

7

/

x− h

x+ h

−1

2

1

2
Kh,2(t)
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i

Kh,3(t) =























1

4h
(t− x+ h)2, (t ∈ (x− h, x)),

1

4h
(t− x− h)2, (t ∈ (x, x+ h)).

x− h

x+ h

Kh,3(t)

Тодi для r = 2, 3 маємо

sup
f̃ :‖f−f̃‖≤ε

sup
f∈W r

∞

|f ′(x) − f̃ ′
h| ≤

≤ sup
f∈W r

∞

|f ′(x) − f ′
h| +

ε

h
= sup

f∈W r
∞

∣

∣

∣

∣

∣

∫ x+h

x−h
Kh,r(t)y

(r)(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

+
ε

h
≤

≤ sup
f∈W r

∞

|y(r)(t)|
∫ x+h

x−h
|Kh,r(t)| dt+

ε

h
≤
∫ x+h

x−h
|Kh,r(t)| dt+

ε

h
=
hr−1

r!
+
ε

h
.

Зауважуючи, що

min
h

(

hr−1

r!
+
ε

h

)

=
hr−1

0

r!
+
ε

h0
=

r

r − 1
r

√

r − 1

r!
ε2

при

h0 = r

√

εr!

r − 1
,

одержуємо для r = 2, 3

inf
h

sup
{

‖f ′ − f̃ ′
h‖C |f ∈ W r

∞, ‖f − f̃‖ ≤ ε
}

=
r

r − 1
r

√

r − 1

r!
ε2.

6.3 Уточненi формули обчислення похiдних.

Результатом попереднiх параграфiв є той факт, що зменшення кроку при обчислен-
нi похiдних по формулi (106) не приводить до одержання бiльш точного значення
похiдної.

Поставимо наступну задачу: якщо зменшення кроку не приводить до пiдвищен-
ня якостi наближення, то можливо варто змiнити формулу обчислення похiдної? Чи
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iснують такi методи? Вiдповiдь на це питання позитивна. Приведемо один з таких
пiдходiв.

Використовуючи формулу Тейлора, з (106) дiстаємо

f ′
h(x) =

f(x+ h) − f(x− h)

2h
= f ′(x) +

1

3!
f ′′′(x)h2 +

1

5!
f (5)(x)h4 + . . .

i

f ′
2h(x) =

f(x+ 2h) − f(x− 2h)

4h
= f ′(x) +

4

3!
f ′′′(x)h2 +

32

5!
f (5)(x)h4 + . . . .

Звiдси маємо
4f ′

h(x) − f ′
2h(x)

3
= f ′(x) − 28

5!
f (5)(x)h4 + . . . . (110)

Розписуючи лiнiйну комбiнацiю, що знаходиться в лiвiй частинi, одержуємо уточнену
формулу обчислення похiдної:

f ′
h,2(x) =

4f ′
h(x) − f ′

2h(x)

3
=

1

12h
(f(x− 2h) − 8f(x− h) + 8f(x+ h) − f(x+ 2h))

i

f ′(x) − f ′
h,2(x) =

28

5!
f (5)(x)h4 + . . . =

7

30
f (5)(x)h4 + . . .

Як i в попередньому випадку, вибирати довiльним образом крок h не можна. Яку ж
рекомендацiю з вибору h можна дати при використаннi формули (110)?

Нехай вiдоме наближене (з точнiстю до ε) значення f̃(x) функцiї f(x), тодi знева-
жаючи величиною O(h5), маємо

∣

∣

∣f ′(x) − f̃ ′
h,2(x)

∣

∣

∣ ≤
∣

∣

∣f ′(x) − f ′
h,2(x)

∣

∣

∣+
3ε

2h
=

=
7

30
f (5)(x)h4 +

3ε

2h
=

7f (5)(x)h5 + 45ε

2h
.

Неважко переконатися, що мiнiмум цiєї величини досягається при

h = 5

√

45ε

28f (5)(x)

i

inf
h

sup
f̃ :‖f−f̃‖≤ε

|f ′(x) − f̃ ′
h,2| ≤

7

30

5

√

454ε4f (5)(x)

284
.

У такий спосiб рекомендується виделка, значень кроку для методу (110) – [0.01, 0.001].
Зрозумiло, що можна одержати i бiльш точнi формули обчислення похiдної.
Природно виникає питання: якою формулою наближеного обчислення похiдної тре-

ба користуватися?
Як правило, якщо функцiя досить гладка, то використовуються уточненi формули

обчислення похiдних. Якщо ж функцiя не має неперервної четвертої похiдної, то варто
використовувати формулу (106).

Помiтимо, що використання уточнених формул наближеного обчислення похiдних
доцiльно в тих задачах, де використовуються великi кроки h.
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6.4 Чисельне iнтегрування. Формула трапецiй.

На кожному промiжку [xi, xi+1] (i = 0, 1, . . . , n− 1) iнтерполяцiйна ламана може бути
записана у виглядi

s1(f,∆n, x) =
1

2
fi(1 − τ) +

1

2
fi+1(1 + τ),

де

τ = 2
x− xi+1/2

hi+1/2

та

xi+1/2 = xi +
1

2
hi+1/2, hi+1/2 = xi+1 − xi, (i = 0, 1, . . . , n− 1).

Таким чином

s′1(f,∆n, x) =
fi+1 − fi

hi+1/2

.

Тодi звiдси отримуємо

f ′(x) =
fi+1 − fi

hi+1/2

+
1

8
hi+1/2f

′′(ξi+1/2),

де ξi+1/2 ∈ [xi, xi+1].
З iншого боку,

∫ xi+1

xi

s1(f,∆n, x)dx =
1

2
hi+1/2(fi+1 + fi),

отже, звiдси i з (63) одержуємо

∫ b

a
f(x)dx =

n−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

f(x)dx =

=
n−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

(

s1(f,∆n, x) +
1

8
h2

i+1/2f
′′(ξi+1/2)

(

τ 2 − 1
)

)

dx =

=
n−1
∑

i=0

(

1

2
hi+1/2(fi+1 + fi) +

1

12
h3

i+1/2f
′′(ξi+1/2)

)

=

=
1

2

n−1
∑

i=0

hi+1/2(fi+1 + fi) +R(f,∆n). (111)

Отримана формула наближеного обчислення iнтеграла називається формулою трапе-
цiй. Похибка квадратурної формули R(f,∆n) залежить, як вiд самої функцiї, так i вiд
розбиття ∆n вiдрiзка [a, b].

Розглянемо наступну задачу: Знайти таке розбиття ∆0
n, при якому похибка квадра-

турної формули (111) буде найменшою, тобто

R(f,∆0
n) = min

∆n

R(f,∆n).

Використовуючи формулу Тейлора, одержуємо

1

12
h3

i+1/2f
′′(ξi+1/2) =

1

12

(∫ xi+1

xi

3
√

f ′′(x)dx
)3

+ Ci(f)h4
i+1/2.
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R(f,∆n) =
n−1
∑

i=0

(

1

12

(∫ xi+1

xi

3

√

f ′′(x)dx
)3

+ Ci(f)h4
i+1/2

)

= (112)

=
1

12

n−1
∑

i=0

(∫ xi+1

xi

3

√

f ′′(x)dx
)3

+ C(f)h3
i+1/2.

Лема 3 Нехай α > 0 i C > 0.Тодi

min

{

n
∑

i=1

Cα
i |Ci ≥ 0,

n
∑

i=1

Ci = C
}

= n
(C
n

)α

.

Тобто у множинi векторiв C = (C1, C2, . . . , Cn) з невiд’ємними координатами, що
задовольняють умовi

∑n
i=1Ci = C, найменше значення величини

∑n
i=1C

α
i досягає-

ться, коли всi Ci рiвнi мiж собою, тобто коли

Ci = C0
i =

C
n

(i = 1, 2, . . . , n).

Для того, щоб довести дане твердження використаємо метод невизначених множникiв
Лагранжа.

Випишемо функцiю цiлi

L = λ0

n
∑

i=1

Cα
i + λ1

(

n
∑

i=1

Ci − C
)

Тодi
∂L

∂Ci
= λ0 · α · Cα−1

i + λ1 = 0

що те ж ,
λ0 · α ·

(

Cα−1
i + λ2

)

= 0,

де

λ2 =
λ1

λ0 · α
.

Отже,

Ci = −λ
1

α−1

2

i
n
∑

i=1

Ci = −
n
∑

i=1

λ
1

α−1

2 = −λ
1

α−1

2 n = C.

Таким чином,

λ
1

α−1

2 = −C
n
,

або, що те ж ,

Ci =
C
n
.

Звiдси одержуємо, що, якщо функцiя f(x) така, що f ′′(x) обертається в нуль лише
в скiнченному числi точок, то похибка наближення квадратурної формули трапецiй
буде найменшою для розбиття ∆0

n з вузлами, якi визначаються з рiвностей
∫ x0

i+1

x0
i

3

√

|f ′′(x)|dx =
1

n

∫ b

a

3

√

|f ′′(x)|dx
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i, при цьому,

min
∆n

R(f,∆n) =
1

12n2

(

∫ b

a

3
√

|f ′′(x)|dx
)3

+
C(f)

n3
.

6.5 Чисельне iнтегрування. Формула Сiмпсона.

Iз спiввiдношення (66) маємо, що парабола, яка iнтерполює в точках xi, xi+1/2 i xi+1

значення функцiї f(x) буде мати вигляд

s2,2(f,∆n, x) =
1

2
fiτ(τ − 1) + fi+1/2(1 − τ 2) +

1

2
fi+1τ(1 + τ).

Тодi

f ′(x) ≈ s′2,2(f,∆n, x) =
1

hi+1/2

(

fi(2τ − 1) − 4fi+1/2τ + fi+1(1 + 2τ)
)

.

Крiм того, значення iнтеграла вiд цiєї функцiї дорiвнює
∫ xi+1

xi

s2,2(f,∆n, x)dx =
hi+1/2

6

(

fi + 4 fi+1/2 + fi+1

)

та
∫ xi+1

xi

f(x)dx ≈ hi+1/2

6

(

fi + 4 fi+1/2 + fi+1

)

.

У такий спосiб одержуємо наступну формулу наближеного обчислення iнтеграла

∫ b

a
f(x)dx ≈ 1

6

n−1
∑

i=0

hi+1/2

(

fi + 4 fi+1/2 + fi+1

)

. (113)

Ця формула називається формулою Сiмпсона.
Як видно з побудови, вона точна для всiх многочленiв степеня два

P2(x) = a0 + a1x+ a2x
2.

Бiльше того, насправдi вона ще краще: вона точна для всiх многочленiв вигляду

P3(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3.

Дiйсно, для
P3(x) = P2(x) + a3x

3

маємо
∫ xi+1

xi

P3(x)dx =
∫ xi+1

xi

P2(x)dx+ a3

∫ xi+1

xi

x3dx =
∫ xi+1

xi

P2(x)dx+
a3

4

(

x4
i+1 − x4

i

)

.

З однiєї сторони, формула Сiмпсона дає спiввiдношення
∫ xi+1

xi

P2(x)dx =
hi+1/2

6

(

P2(xi) + 4P2(xi+1/2) + P2(xi+1)
)

,

а з iншого боку, можна записати

a3

4

(

x4
i+1 − x4

i

)

=
hi+1/2

6

(

a3(xi)
3 + 4 a3(xi+1/2)

3 + a3(xi+1)
3
)

,
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що доводить рiвнiсть
∫ xi+1

xi

P3(x)dx =
hi+1/2

6

(

P3(xi) + 4P3(xi+1/2) + P3(xi+1)
)

.

Зауважимо, що формули, точнi на алгебраїчних многочленах степеня n називаю-
ться квадратурними формулами Гауса. Таким чином формула Сiмпсона є квадратур-
ною формулою Гауса порядку три.

Як i у випадку формули трапецiй, для формули Сiмпсона є актуальною задача ви-
бору вузлiв квадратурної формули xi так, щоб похибка обчислення iнтеграла функцiї
за допомогою формули Сiмпсона була найменшою.

Аналогiчно (67) отримуємо рiвнiсть

f(x) − s2,2(f,∆n, x) =
1

24
h3

i+1/2f
′′′
i+1/2τ

(

τ 2 − 1
)

+

+
1

384
h4

i+1/2f
(4)
i+1/2τ

2
(

1 − τ 2
)

+ C(f)h5
i+1/2,

звiдки маємо
∫ xi+1

xi

f(x)dx =
∫ xi+1

xi

s2,2(f,∆n, x)dx+
1

2690
h5

i+1/2f
(4)
i+1/2 + C(f)h6

i+1/2,

отже, одержуємо
∫ b

a
f(x)dx =

n−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

f(x)dx =

=
1

6

n−1
∑

i=0

hi+1/2

(

fi + 4 fi+1/2 + fi+1

)

+R2(f,∆n).

Використовуючи формулу Тейлора, одержуємо

R2(f,∆n) =
n−1
∑

i=0

(

1

2690

(∫ xi+1

xi

5
√

f (4)(x)dx
)5

+ Ci(f)h6
i+1/2

)

. (114)

Звiдси i з леми 3 одержуємо, що якщо функцiя f(x) така, що f (4)(x) неперервна i
обертається в нуль лише в скiнченному числi точок, то похибка квадратурної формули
Сiмпсона буде найменшою для розбиття ∆0

n з вузлами, якi визначаються з рiвностей

∫ x0
i+1

x0
i

5
√

|f (4)(x)|dx =
1

n

∫ b

a

5
√

|f (4)(x)|dx,

i при цьому

min
∆n

R(f,∆n) =
1

2690n4

(

∫ b

a

5
√

|f (4)(x)|dx
)5

+
C(f)

n5
.

6.6 Iнтегрування функцiй, якi швидко осцилюють.

При обчисленнi коефiцiєнтiв Фур’є потрiбно обчислити iнтеграли вигляду
∫ b

a
cos(α)f(x)dx,

∫ b

a
sin(α)f(x)dx.
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При великих значеннях параметру α неефективно використовувати квадратурнi фор-
мули, заснованi на замiнi сплайнами пiдiнтегральної функцiї. Бiльш зручнi формули
виходять, якщо функцiї sinα i cosα розглядати в якостi вагових функцiй, а сплайном
наближати лише функцiю f(x).

Розглянемо iнтеграл
∫ b

a
exp(iαx)s1(f,∆n, x)dx =

=
n−1
∑

k=0

hk+1/2

∫ 1

−1
exp(iα(xk+1/2 + hk+1/2τ/2))

1

2
(fk(1 − τ) + fk+1(1 + τ))dτ,

де i =
√
−1.

Iнтегруючи частинами, одержуємо
∫ b

a
exp(iαx)s1(f,∆n, x)dx = − i

α
f0 exp(iαx0) −

i

α
fn exp(iαxn)+

+
1

α2

n−1
∑

k=0

exp(iαxk+1) − exp(iαxk)

hk+1/2

(fk+1 − fk).

Видiляючи дiйсну i умовну частину, маємо
∫ b

a
cos(αx)s1(f,∆n, x)dx = − 1

α
f0 sin(αx0) +

1

α
fn sin(αxn)+

+
1

α2

n−1
∑

k=0

cos(αxk+1) − cos(αxk)

hk+1/2

(fk+1 − fk)

та
∫ b

a
sin(αx)s1(f,∆n, x)dx =

1

α
f0 cos(αx0) −

1

α
fn cos(αxn)+

+
1

α2

n−1
∑

k=0

sin(αxk+1) − sin(αxk)

hk+1/2

(fk+1 − fk).

Оцiнимо похибку використання цiєї квадратурної формули:
∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
sin(αx)f(x)dx−

∫ b

a
sin(αx)s1(f,∆n, x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ ‖f − s1(f,∆n)‖C [a,b]

∫ b

a
| sin(αx)|dx ≤ (b− a)‖f − s1(f,∆n)‖C [a,b].

7 Чисельнi методи розв’язку диференцiальних рiвнянь.

Задача розв’язку диференцiальних рiвнянь складнiше задачi обчислення iнтегралiв, i
частка задач, якi дозволяють знайти розв’язок у явному виглядi, навiть для звичайних
диференцiальних рiвнянь досить мала.
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7.1 Використання формули Тейлора для розв’язку задачi Кошi.

Розглянемо задачу Кошi
{

y′ = f(x, y)
y(x0) = y0,

(115)

де f(x, y) функцiя, аналiтична в точцi (x0, y0).
Диференцiюючи обидвi частини диференцiального рiвняння по змiннiй x, одержу-

ємо
y′′ = f ′

x(x, y) + f ′
y(x, y)y

′,

y′′′ = f ′′
xx(x, y) + 2f ′′

xy(x, y)y
′ + f ′′

yy(x, y)y
′2 + f ′

y(x, y)y
′′, . . .

Пiдставляючи x = x0, y = y0, послiдовно одержуємо значення

y′(x0), y
′′(x0), y

′′′(x0), . . .

Використовуючи отриманi значення у формулi Тейлора, одержуємо наближене зна-
чення розв’язку даного диференцiального рiвняння

y(x) ≈
n
∑

ν=0

y(ν)(x0)

ν!
(x− x0)

ν . (116)

Якщо значення |x− x0| менше радiуса збiжностi ряду

∞
∑

ν=0

y(ν)(x0)

ν!
(x− x0)

ν ,

то метод сходиться, в iншому випадку похибка запропонованого методу не прямує до
нуля при n→ ∞, тобто пропонований метод застосовувати не можна.

7.2 Метод Ейлера

З формули (116) при n = 1 одержуємо

yi+1 = yi + hi+1/2f(xi, yi) (117)

з точнiстю до порядку h2
i+1/2.

Метод послiдовного отримання значень розв’язку (117) задачi Кошi (115) називає-
ться методом Ейлера. Однак сфера використання методу Ейлера обмежена великою
похибкою цього методу. Приведемо одну його модифiкацiю – метод Эйлера з iтерацi-
ями.

Зрозумiло, що

y(x+ h) = y(x) +
∫ h

0
y′(x+ t)dt. (118)

Використовуючи формулу трапецiй, звiдси одержуємо

y(x+ h) = y(x) +
h

2
(y′(x) + y′(x+ h)) + C h3 =

= y(x) +
h

2
(f(x, y(x)) + f(x+ h, y(x+ h))) + C h3.
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Отже, з точнiстю до порядку O
(

h3
i+1/2

)

маємо

yi+1 = yi +
hi+1/2

2
(f(xi, yi) + f(xi+1, yi+1)) .

У такий спосiб можна записати

y
(0)
i+1 = yi + hi+1/2f(xi, yi) (119)

i для k = 1, 2, . . .

y
(k)
i+1 = yi +

hi+1/2

2

(

f(xi, yi) + f(xi+1, y
(k−1)
i+1 )

)

. (120)

Для заданої похибки ε iтерацiї проводяться доти, поки не виконається нерiвнiсть
∣

∣

∣y
(k)
i+1 − y

(k−1)
i+1

∣

∣

∣ ≤ ε, (121)

тут
yi+1 = y

(k)
i+1.

Якщо для 3-4 iтерацiй нерiвнiсть (121) не виконується, то величину кроку hi+1/2 змен-
шуємо вдвiчi i знову використовуємо розрахунковi формули (119) – (120).

7.3 Метод Рунге-Кутта.

Мала точнiсть методу Ейлера стримує широке його використання.
Якоюсь мiрою цей метод можна пiдправити, щоб пiдвищити його точнiсть. Саме

на цьому i побудований метод Рунге-Кутта, який дозволяє збiльшити точнiсть набли-
женого розв’язку задачi Кошi на кожному кроцi до порядку h5.

Iснує багато варiантiв методу Рунге-Кутта, наведемо найпоширенiший алгоритм.
Для задачi Кошi

{

y′ = f(x, y),
y(xn) = yn

проводяться послiдовнi обчислення

α1 = h f (xn, yn) ,

α2 = h f

(

xn +
h

2
, yn +

α1

2

)

,

α3 = h f

(

xn +
h

2
, yn +

α2

2

)

,

α4 = h f (xn + h, yn + α3) ,

yn+1 = yn +
1

6
(α1 + 2α2 + 2α3 + α4) .

Геометрично цей процес можна представити в такий спосiб: у точцi (xn, yn) обчи-
слюється тангенс кута нахилу α1/h, використовуючи його, iдемо на половину кроку
вперед i беремо тангенс кута нахилу в новiй точцi. Використовуючи новий тангенс ку-
та нахилу α2/h, знову йдемо з точки (xn, yn) уперед на пiвкроку i знову беремо тангенс
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кута нахилу α3/h. Взявши останнє значення, знову йдемо iз точки (xn, yn), але вже
з повним кроком, пiсля чого одержуємо тангенс кута нахилу α4/h. Знайдемо середнє
значення отриманих тангенсiв кутiв нахилу з вагами 1/6, 1/3, 1/3, 1/6, в результатi
одержуємо середнє значення тангенса кута нахилу. Використовуючи отримане значе-
ння, робимо остаточний крок вiд точки (xn, yn) до точки (xn+1, yn+1).

Якщо f(x, y) не залежить вiд y, то усереднення можна проводити згiдно формули
Сiмпсона. У цьому випадку залишковий член буде пропорцiйний h5.

7.4 Розв’язок звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого по-
рядку методом рiзниць

Розглянемо задачу
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x),
y(0) = y0,
y(xk) = yk.

(122)

З спiввiдношення (38) маємо

y′′(x) ≈ y(x+ h) − 2y(x) + y(x− h)

h2
+
h2

12
y(4)(x) +O(h4) (123)

та

y′(x) ≈ y(x+ h) − y(x− h)

2h
+
h2

6
y(3)(x) +O(h4). (124)

Тодi звiдси i з (122) одержуємо рiзницеву схему

y(xi + h) − 2y(xi) + y(xi − h)

h2
+
h2

12
y(4)(xi)+

+p(xi)

(

y(xi + h) − y(xi − h)

2h
+
h2

6
y(3)(xi)

)

+ q(xi)y(xi) = f(xi).

Думаючи ϕ(xi) = ϕi, перепишемо останнє спiввiдношення у виглядi

yi+1

(

1

h2
+
pi

2h

)

+ yi

(

qi − i− 2

h2

)

+ yi−1

(

1

h2
− pi

2h

)

+
h2

12

(

y
(4)
i + 2piy

(3)
i

)

= fi. (125)

Продиференцiюємо спiввiдношення (122)

y′′′ + p′(x)y′ + p(x)y′′ + q′(x)y + q(x)y′ = f ′(x)

i згрупуємо доданки

y′′′ + p(x)y′′ + y′(q(x) + p′(x)) + q′(x)y = f ′(x),

пiсля чого ще раз знайдемо похiдну

y(4) + p(x)y′′′ + p′(x)y′′ + y′′(q(x) + p′(x)) + y′(q′(x) + p′′(x)) + q′′(x)y + q′(x)y′ = f ′′(x),

або, що те ж,

y(4) + p(x)y′′′ + y′′(q(x) + 2p′(x)) + y′(2q′(x) + p′′(x)) + q′′(x)y = f ′′(x),
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i
y(4) + p(x)y′′′ = f ′′(x) − y′′(q(x) + 2p′(x)) − y′(2q′(x) + p′′(x)) − q′′(x)y,

а також
y′′′ = f ′(x) − p(x)y′′ − y′(q(x) + p′(x)) − q′(x)y.

Перемножимо останню рiвнiсть на p(x) i, пiдсумовуючи з попередньою, одержимо

y(4) + 2p(x)y′′′ = f ′′(x) − y′′(q(x) + 2p′(x)) − y′(2q′(x) + p′′(x)) − q′′(x)y+

+f ′(x)p(x) − p2(x)y′′ − y′(q(x) + p′(x))p(x) − q′(x)p(x)y =

= f ′′(x) + f ′(x)p(x) − y′′(q(x) + 2p′(x) + p2(x))−
−y′(2q′(x) + p′′(x) + q(x) + p′(x)) − y(q′′(x) + q′(x)p(x)).

Звiдси i з (124) i (123) отримуємо

y
(4)
i + 2piy

′′′
i =

= f ′′
i + f ′

ipi − i− (qi + 2p′i + p2
i )

(

yi+1 − 2yi + yi−1

h2
+
h2

12
y

(4)
i +O(h4)

)

−

−(2q′i + p′′i + qi + p′i)

(

yi+1 − yi−1

2h
+
h2

6
y

(3)
i +O(h4)

)

− yi(q
′′
i + q′ipi) =

=
1

2h2
yi+1

(

−2(qi + 2p′i + p2
i ) − (2q′i + p′′i + qi + p′i)h

)

+

+
1

h2
yi

(

2(qi + 2p′i + p2
i ) − yi(q

′′
i + q′ipi)h

2
)

+

+
1

2h2
yi−1

(

−2(qi + 2p′i + p2
i ) + (2q′i + p′′i + qi + p′i)h

)

+

+f ′′
i + f ′

ipi +
h2

12

(

−(qi + 2p′i + p2
i )y

(4)
i − 2(2q′i + p′′i + qi + p′i)y

(3)
i

)

+O(h4).

Пiдставимо отримане спiввiдношення в (125)

yi+1

(

1

h2
+
pi

2h

)

+ yi

(

qi − i− 2

h2

)

+ yi−1

(

1

h2
− pi

2h

)

+ (126)

+
h2

12

(

1

2h2
yi+1

(

−2(qi + 2p′i + p2
i ) − (2q′i + p′′i + qi + p′i)h

)

+

+
1

h2
yi

(

2(qi + 2p′i + p2
i ) − yi(q

′′
i + q′ipi)h

2
)

+

+
1

2h2
yi−1

(

−2(qi + 2p′i + p2
i ) + (2q′i + p′′i + qi + p′i)h

)

+

+f ′′
i + f ′

ipi +
h2

12

(

−(qi + 2p′i + p2
i )y

(4)
i − 2(2q′i + p′′i + qi + p′i)y

(3)
i

)

)

= fi.

Розкриємо дужки i приведемо подiбнi

yi+1

(

1

h2
+
pi

2h
+

1

24

(

−2(qi + 2p′i + p2
i ) − (2q′i + p′′i + qi + p′i)h

)

)

+ (127)
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+yi

(

qi − i− 2

h2
+
(

2(qi + 2p′i + p2
i ) − yi(q

′′
i + q′ipi)h

2
)

)

+

yi−1

(

1

h2
− pi

2h
+

1

24

(

−2(qi + 2p′i + p2
i ) − (2q′i + p′′i + qi + p′i)h

)

)

+

+
h4

144

(

−(qi + 2p′i + p2
i )y

(4)
i − 2(2q′i + p′′i + qi + p′i)y

(3)
i

)

= fi −
h2

12
(f ′′

i + f ′
ipi) .

Отримана рiзницева схема (при тiм же шаблонi, що й (125)) дає помилку четвертого
порядку точностi.

7.5 Метод сплайн-колокацiї.

Принципова вiдмiннiсть колокацiйних методiв вiд рiзницевих полягає у тому, що на-
ближений розв’язок визначається не на решiтцi, а на всiй областi розв’язку задачi. Це
дозволяє одержувати бiльш повну iнформацiю про точний розв’язок.

Розглянемо двуточечну крайову задачу

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = r(x), (x ∈ [a, b]) (128)

з крайовими умовами
α1y(a) + β1y

′(a) = γ1, (129)

α2y(b) + β2y
′(b) = γ2. (130)

Введемо на [a, b] решiтку

∆n = {a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b}.

Розв’язок будемо шукати у виглядi кубiчного сплайну s3,1(∆n, x) мiнiмального дефе-
кту по розбиттю ∆n.

Для цього зажадаємо, щоб сплайн у вузлах задовольняв рiвнянню (128) (умова
колокацiї) i крайовим умовам (129), (130):

s′′3,1(∆n, xi) + p(xi)s
′
3,1(∆n, xi) + q(xi)s3,1(∆n, xi) = r(xi) (131)

(i = 0, 1, . . . , n)

i
α1s3,1(∆n, a) + β1s

′
3,1(∆n, a) = γ1, (132)

α2s3,1(∆n, b) + β2s
′
3,1(∆n, b) = γ2. (133)

Запишемо цей сплайн у виглядi розкладу по базису з нормованих B-сплайнiв:

s3,1(∆n, x) =
n+1
∑

i=−1

biBi(x).

Щоб базиснi функцiї були визначенi, доповнимо решiтку вузлами

x−3 < x−2 < x−1 < x0, xn+3 > xn+2 > xn+1 > xn.

Надалi будемо вибирати точки так, щоб виконувалися умови

h−j+1/2 = hj−1/2, hn+j−1/2 = hn−j+1/2, (j = 1, 2, 3).
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З огляду на значення В-сплайнiв у вузлах, з (131) одержуємо систему рiвнянь

bi−1Ai + biCi + bi+1Bi = Di, (i = 0, 1, . . . , n), (134)

де

Ai =
1

xi+1 − xi−2

(

1 − 1

2
pihi+1/2 +

1

6
qih

2
i+1/2

)

,

Bi =
1

xi+1 − xi−2

(

1 +
1

2
pihi−1/2 +

1

6
qih

2
i−1/2

)

,

Ci = −Ai −Bi +
1

6
qi(hi+1/2 + hi−1/2), Di =

1

6
ri(hi+1/2 + hi−1/2).

Крiм того, iз крайових умов маємо

b−1A−1 + b0C−1 + b1B−1 = D−1, (135)

bn−1An+1 + bnCn+1 + bn+1Bn+1 = Dn+1, (136)

де
A−1 = α1h1/2 − 3β1, B−1 = α1h1/2 + 3β1,

C−1 = 2α1(h3/2 + h1/2), D−1 = 2γ1(h3/2 + 2h1/2),

An+1 = α2hn−1/2 − 3β2, Bn+1 = α2hn−1/2 + 3β2,

Cn+1 = 2α2(hn−3/2 + hn−1/2), Dn+1 = 2γ2(hn−3/2 + 2hn−1/2).

Рiвняння (134) – (136) утворять систему n+ 3 рiвнянь iз невiдомими bi.
Тодi, окрiм значень невiдомого b−1 i bn+1, приходимо до системи iз тридiагональною

матрицею
b0C̃0 + b1B̃0 = D̃0,

bi−1Ai + biCi + bi+1Bi = Di i = 1, 2, . . . , n− 1,

bn−1Ãn + bnC̃n = D̃n,

де

B̃0 = B0 −
B−1A0

A−1
, C̃0 = C0 −

C−1A0

A−1
, D̃0 = D0 −

D−1A0

A−1
,

та

Ãn = An − An+1Bn

Bn+1
, C̃n = Cn − Cn+1Bn

Bn+1
, D̃n = Dn − Dn+1Bn

Bn+1
.

Залишається визначити умови на коефiцiєнти крайової задачi, при яких матриця си-
стеми буде мати дiагональну перевагу:

|Ci| − |Ai| − |Bi| > 0 i = 1, 2, . . . , n− 1

та
|C̃0| > |B̃0|, |C̃n| > |Ãn|.

Безпосередня перевiрка показує, що для цього потрiбне виконання наступних умов:

β1 ≤ 0, β2, αj ≥ 0, |αj| + |βj| 6= 0, (j = 1, 2), q(x) ≤ q < 0

при умовi, що крок розбиття досить малий, тобто такий, що

1 − 1

2
pihi+1/2 +

1

6
qih

2
i+1/2 ≥ 0, 1 +

1

2
pihi−1/2 +

1

6
qih

2
i−1/2 ≥ 0.

В остаточному пiдсумку метод сплайн-колокацiї зводиться до обчислення коефiцi-
єнтiв b0, . . . , bn iз системи (134) i наступному визначенню b−1, . . . , bn+1 з рiвнянь (135)
i (136).
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7.6 Розв’язок рiвняння Пуасона методом рiзниць.

Розглянемо граничну задачу Пуассона
{

∇f(x, y) = ρ(x, y),
f |Γ = ϕ,

(137)

де

∇f(x, y) =
∂2f(x, y)

∂x2
+
∂2f(x, y)

∂y2
,

та Γ – крива, яка обмежує область дiї рiвняння.
Спочатку для апроксимацiї оператора Лапласа використовуємо наступну рiзницю

∇f(x, y) =
1

h2
(f(x+ h, y) + f(x, y + h) + f(x− h, y)+ (138)

+f(x, y − h) − 4f(x, y))−

−h
2

12

(

∂4f(x, y)

∂x4
+
∂4f(x, y)

∂y4

)

+O(h4),

у результатi одержуємо наступну рiзницеву схему

fi+1,j + fi,j+1 + fi−1,j + fi,j−1 − 4fi,j− (139)

−h
4

12





∂4f

∂x4

∣

∣

∣

∣

∣

(i,j)

+
∂4fi,j

∂y4

∣

∣

∣

∣

∣

(i,j)



 = h2ρi,j.

Якщо ж вiзьмемо рiзницю

∇f(x, y) =
1

2h2
(f(x+ h, y + h) + f(x− h, y + h)+ (140)

+f(x+ h, y − h) + f(x− h, y − h) − 4f(x, y))−

−h
2

12

(

∂4f(x, y)

∂x4
+ 6

∂4f(x, y)

∂x2∂y2
+
∂4f(x, y)

∂y4

)

+O(h4).

Тодi одержуємо наступну рiзницеву схему

fi+1,j+1 + fi−1,j+1 + fi+1,j−1 + fi−1,j−1 − 4fi,j− (141)

−h
4

6





∂4f

∂x4

∣

∣

∣

∣

∣

(i,j)

+ 6
∂4f

∂x2∂y2

∣

∣

∣

∣

∣

(i,j)

+
∂4f

∂y4

∣

∣

∣

∣

∣

(i,j)



 = 2h2ρi,j.

Помножимо (139) на 4 i складемо з (141), у результатi одержимо рiзницеву схему

4fi+1,j + 4fi,j+1 + 4fi−1,j + 4fi,j−1 + fi+1,j+1 + fi−1,j+1 + fi+1,j−1 + fi−1,j−1 − 20fi,j−

−h
4

2





∂4f

∂x4

∣

∣

∣

∣

∣

(i,j)

+ 2
∂4f

∂x2∂y2

∣

∣

∣

∣

∣

(i,j)

+
∂4f

∂y4

∣

∣

∣

∣

∣

(i,j)



 = 6h2ρi,j.

Тодi, зауважуючи, що

∇(∇f(x, y)) =
∂4f(x, y)

∂x4
+ 2

∂4f(x, y)

∂x2∂y2
+
∂4f(x, y)

∂y4
= ∇(ρ),
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одержуємо схему порядку O(h6)

4fi+1,j + 4fi,j+1 + 4fi−1,j + 4fi,j−1 + fi+1,j+1 + fi−1,j+1 + fi+1,j−1 + fi−1,j−1 − 20fi,j =

= 6h2ρi,j +
h4

2
∇ρi,j .
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